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1 研究の背景・導入

フラクタル図形上の解析学は, 複雑な構造をもつ対象におけるさまざまな現象を解析するため,

理想化されたモデルにおける解析の理論として研究が進められてきた. 現象の例をあげると, フラ

クタル図形上において振動はどのように伝わるか. あるいは, フラクタル図形上において熱はどの

ように拡散するかといったものがある. この理論は物理学や化学および生物学などの分野において

重要性が認識され始め, ここ 30年で大きく理論が発展した.

2 次元 Sierpiński gasket (以下, 2 次元 S.G. と表す) は, 理想的な自己相似性を持つフラクタル

図形の典型例である. S.G.上には標準的な Dirichlet形式と呼ばれる 2次形式 (E ,F)が定まり, F
の元 f に対して, そのエネルギー測度 νf が定まる (定義 2.9). さらに, 文献 [4] において導入さ

れた, 任意のエネルギー測度を絶対連続とする測度 ν(しばしば Kusuoka measureと呼ばれる [5,

Section 5.3]) を用いて, 2 次元 S.G. 上のエネルギー密度関数 (Radon–Nikodym 導関数) dνf/dν

を考えることができる.

これは Rd 上の標準 Dirichlet形式 E(f, g) =
∫
Rd(1/2) · (∇f(x),∇g(x)) dxに対して, f のエネ

ルギー測度が νf (dx) = (1/2) · |∇f |2 dxと定まり, νf は d次元 Lebesgue測度に関し絶対連続で

あることから, dνf/dxが考えられることの類似である.

これらの関係を表にしたものは以下の通りである.

空間 Rd 2次元 S.G.

2次形式
1

2

∫
Rd

(∇f,∇g)Rd dx E(f, g)

エネルギー測度 νf (dx) =
1

2
|∇f |2dx νf

空間の測度m d次元 Lebesgue測度 Kusuoka measure ν

表 1 Rd と 2次元 S.G.の比較

ここで, 2次元 S.G.上において, F に属する任意の関数 f に対応するエネルギー測度 νf は正規

化された Hausdorff測度 µに対し特異であることが知られていることに注意する [4].

Rd 上ではエネルギー密度関数は dνf/dx = (1/2) · |∇f |2 と表せることより, f が C1-級関数な



らばエネルギー密度関数は連続な修正がとれる. 一方 2次元 S.G.上のエネルギー密度関数につい

て, Bell, Ho, and Strichartzは次のような結果を得た [1].

定理 1.1. 2次元 S.G.上の定数関数でない調和関数 hに対して, dνh/dν の任意の ν-修正は S.G.

上の全ての点で不連続である.

このような不連続性はフラクタル図形特有の性質であると考えられ, より一般のフラクタル図形

に対しても同様の主張の成立が予想される. 本稿では, 2 次元 S.G. を高次元に自然に拡張した N

次元 Sierpiński gasketにおいて議論を行い, 類似の結果を紹介する (定理 2.13). またこの研究は

京都大学 理学研究科 日野正訓教授の指導のもと進められたものである.

2 設定と主定理

本稿の設定は [3, 5]に基づく. 以下では N を 2以上の自然数とする.

2.1 N 次元 Sierpiński gasket上のエネルギー

始めに, N 次元 Sierpiński gasketの定義を与える.

定義 2.1. RN 内における N 単体を 1 つとり, その頂点を p0, p1, . . . , pN とする. V0 :=

{p0, p1, . . . , pN} とする. さらに, i ∈ {0, 1, . . . , N} に対して, Fi : RN → RN を Fi(x) :=

(x+ pi)/2と定める. このとき,

K =

N∪
i=0

Fi(K)

を満たす唯一の空でないコンパクト集合K を N 次元 Sierpiński gasketという.

この集合を SGと書き, 以後 N 次元 Sierpiński gasketを省略して N 次元 S.G.と記すことにす

る. 以後, 次元 N は固定して考えるため, 記号 SGには N を明示しない.

定義 2.2. W0 := {∅}, Wm := {0, 1, . . . , N}m (m ∈ N≥1), W∗ :=
∪∞

n=0 Wm と定義し, W∗ の元

を有限の長さを持つ word と呼ぶ. Wm の元を w1w2 · · ·wm と表す. また, w ∈ Wm と w′ ∈ Wn

に対し, その積 ww′ を w1w2 · · ·wmw′
1w

′
2 · · ·w′

n ∈ Wm+n と定義する.

w = w1w2 · · ·wm ∈ Wm について Fw := Fw1 ◦ Fw2 ◦ · · · ◦ Fwm と定める. また, F∅ は SG上の

恒等写像と定める. さらに

Vm :=
∪

w∈Wm

Fw(V0), V∗ :=
∞∪

m=0

Vm

と定義する.

また, Vm (m ∈ N≥0)上の辺集合 Em を以下で定義する.

(x, y) ∈ Em
def⇐⇒ ∃w ∈ Wm

∃i, j ∈ W1 s.t. i ̸= j, x = Fw(pi), y = Fw(pj).



SGの構成法により, 集合列 {Vm}∞m=0 は単調増大で, V∗ の RN における閉包は N 次元 S.G.と

一致することが知られている. これにより, SGは (Vm, Em)という頂点集合に関して単調増大する

有限連結グラフのの列により近似されると考えることができる. N = 2の場合の図を以下に示す.

図 1 近似グラフ (V0,E0) 図 2 2次元 S.G.

図 3 近似グラフ (V1,E1) 図 4 近似グラフ (V2,E2)

次に, SG上の 2次形式を導入する. 集合 V に対し, V 上の実数値関数全体からなるベクトル空

間を l(V )で表す.

定義 2.3. m ∈ N≥0 とする. f , g ∈ l(Vm)とするとき, Vm 上の 2次形式 E(m) を

E(m)(f, g) :=

(
N + 3

N + 1

)m
1

2

∑
x∈Vm

∑
(x,y)∈Em

(f(y)− f(x))(g(y)− g(x))

と定める.

ただし, x ∈ Vm に対し,
∑

(x,y)∈Em

は (x, y) ∈ Em なる y ∈ Vm に関する和を表す.

この 2次形式 E(m) は E(f, g) := 1

2

∫
Rd

(∇f,∇g)Rd dxの類似であることに注意する. この 2次

形式 E(m) について次の命題が成立する.

命題 2.4 ([3, Lemma 2.2]). m ∈ N≥0 と f ∈ l(Vm) について, inf{E(m+1)(g, g) | g ∈
l(Vm+1), g|Vm

= f} を達成する g ∈ l(Vm+1)がただ一つ存在し, それを f̃ で表すと,

E(m+1)(f̃ , f̃) = E(m)(f, f)

が成立する.



また, この命題より次が成立する.

定理 2.5 ([3, Theorem 3.2.4]). 任意の f ∈ l(V∗)に対し, 数列 {E(m)(f |Vm
, f |Vm

)}∞m=0 は単調非

減少である. さらに, limm→∞ E(m)(f |Vm , f |Vm) < ∞ を仮定すると, f は V∗ 上一様連続である.

特に, 任意の f0 ∈ V0 に対して, f は V∗ 上一様連続である.

一般に, RN の部分集合 A 上の一様連続関数は A の RN における閉包上の連続関数に

一意的に拡張されることに注意すれば, limm→∞ E(m)(f |Vm
, f |Vm

) < ∞ なる f ∈ l(V∗) は

limm→∞ E(m)(f |Vm , f |Vm) < ∞なる f ∈ C(SG)と 1対 1対応する. さらに次の命題が成立する.

命題 2.6 ([3, Theorem 2.2.6]). F := {f ∈ C(SG) | E(f, f) := limm→∞ E(m)(f |Vm
, f |Vm

) < ∞}
とすると F は R-代数である. さらに, f, g ∈ F に対して,

E(f, g) := 1

2
{E(f + g, f + g)− E(f, f)− E(g, g)}

と定めるとき, (E ,F) は非負定値の 2次形式となる.

定義 2.7. この SG上の 2次形式 (E ,F)を SG上のエネルギーと呼ぶ.

2.2 調和関数とエネルギー測度とKusuoka measure

次に SG 上の調和関数の定義を与える. 命題 2.4 により, 任意の h0 ∈ l(V0) から

limm→∞ E(m)(h∗|Vm
, h∗|Vm

) = E(0)(h0, h0) なる h∗ ∈ l(V∗) を一意的に構成できることより, こ

の対応を ι(h0) := h∗ で表す.

定義 2.8. h0 ∈ l(V0)に対して, ι(h0)を SG上に連続的に一意に拡張した SG上の関数を SG上の

調和関数と呼ぶ. 調和関数全体の集合をHで表す.

先ほど定めた ι : l(V0) → l(V∗)は全単射かつ線型であることが知られている. 加えて定義 2.8の

連続拡張も全単射かつ線型であることから, Hと l(V0)はベクトル空間として同一視できる. よっ

て H ∋ h 7→ (h(p0), . . . , h(pN )) ∈ RN+1 という対応により, Hと RN+1 はベクトル空間として同

一視できるため, Hは F の (N + 1)-次元部分ベクトル空間であることが示される.

次にエネルギー測度の定義を与える. 次の命題より, F の各元に対して SG上の測度が定まる.

命題 2.9 ([5, Section 5.3]). f ∈ F に対し, 以下を満たす SG上の測度 νf がただ一つ存在する.∫
SG

φ dνf = E(φf, f)− 1

2
E(φ, f2) (∀φ ∈ F).

定義 2.10. νf を関数 f に対応するエネルギー測度と呼ぶ.

命題 2.9を Rd の場合の標準的な Dirichlet形式にに適応させると, 右辺は

E(φf, f)− 1

2
E(φ, f2) =

1

2

∫
Rd

(∇(φf),∇f)Rd dx− 1

4

∫
Rd

(∇φ,∇(f2))Rd dx



=
1

2

∫
Rd

(f ∇φ,∇f)Rd dx+
1

2

∫
Rd

(φ ∇f,∇f)Rd dx

− 1

4

∫
Rd

(∇φ, 2f ∇f)Rd dx

=

∫
Rd

φ · 1
2
|∇f |2 dx

と表せることに注意する.

次に Kusuoka measureの定義を与える.

定義 2.11. i ∈ W1 に対して, h0
i ∈ l(V0) を h0

i (pj) := δij (j ∈ W1) と定める. ただし, δij は

Kroneckerのデルタを表す. それらを SG上の調和関数に拡張したものを hi ∈ H (i ∈ W1)で表

す. さらに, ν :=
∑

i∈W1
νhi
と定め, これを Kusuoka measureと呼ぶ.

定理 2.12 ([4], [5, Theorem 5.3.1]). 任意の h ∈ Hに対して, νh は ν に対し絶対連続である.

これにより, エネルギー密度関数 dνh/dν ∈ L1(SG, ν)が定義される.

2.3 主結果

次が本稿の主結果である. この主結果は [2]で発表されたものである.

定理 2.13 ([2, Theorem 2.16]). h ∈ H は定数関数でないと仮定する. このとき, ν(SG \ A) = 0

なる A ⊂ SGが存在して, dνh/dν の任意の ν-修正は Aの各点で不連続となる.
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