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1 主結果
複素射影平面 P2の中で d次斉次多項式 F (X,Y, Z)の零点で定義される代数多様体を d

次平面曲線という．非特異な平面曲線は閉リーマン面である（一般に非特異完備な代数曲
線であることと閉リーマン面であることは同値である）．n次元複素多様体Xに対し，X

上の正則関数のなす層（構造層）をOX，正則 n次形式のなす層（標準層）を ωXと表す．
Sをコンパクト複素曲面，Bを閉リーマン面とする．全射な正則写像 f : S → Bで一般

ファイバー F が種数 gの閉リーマン面なものを種数 gの代数曲線束又はファイバー曲面
という．本稿では常に代数曲線束 f は種数 g ≥ 2とし，相対極小である（ファイバーに含
まれる自己交点数が−1のリーマン球（≃ P1）は存在しない）ことを仮定する．代数曲線
束 f に対し，次の 3つの不変量K2

f , χf , ef を考える:

• f の相対標準層 ωf = ωS ⊗ f ∗ω−1
B の第 1チャーン類Kf = c1(ωf ) ∈ H2(S,Z)の自己

交点数K2
f . これは

K2
f = K2

S − 8(g − 1)(b− 1)

を満たす．ここで，KS = c1(ωS)であり，bはBの種数．

• 相対標準層 ωf の順像層 f∗ωf の次数 χf = deg(f∗ωf ). これは

χf = χ(OS)− (g − 1)(b− 1)

を満たす．ここで，χ(OS)は構造層OSのオイラー数である．

• 各ファイバー f−1(p)の位相的なオイラー数 etop(f
−1(p))は一般ファイバーの位相的

なオイラー数 etop(F ) = 2− 2g以上である．その差を全てのファイバーに対し和を
取ったものを ef =

∑
p∈B(etop(f

−1(p))− 2 + 2g)と定義する．これは有限和であり

ef = etop(S)− 4(g − 1)(b− 1)

を満たす．

これらの不変量に対し次が成立する．但し f は種数 2以上で相対極小とする．



• （ネーターの公式）12χf = K2
f + ef .

• （ヒルツェブルフの符号数定理）Sign(S) = K2
f − 8χf .

ここで，Sign(S)はH2(S,C)上の交点形式の符号数．

• K2
f , χf , ef は全て非負である．また，χf = 0であることと f は正則ファイバー束で
あることは同値であり，ef = 0であることと f は位相的なファイバー束であること
は同値である．

以下では代数曲線束 f は正則ファイバー束ではないと仮定する．2つの不変量K2
f と χf

の比 λf = K2
f/χf を f のスロープという．スロープの下限に関しては，スロープ不等式と

呼ばれる次の不等式が知られている [5]：

4(g − 1)

g
≤ λf .

スロープが不等式の下限を取るときは，f は超楕円曲線束（一般ファイバーは超楕円曲線
である代数曲線束）の場合に限ることが知られている．また超楕円曲線束に対しては，ス
ロープ不等式よりも強く次のスロープ等式と呼ばれる等式が成立する．

Theorem 1.1 ([6]) 種数 gの超楕円曲線の退化ファイバー芽に対し非負有理数を与える
関数 Indが存在し，任意の相対極小な種数 gの超楕円曲線束 f : S → Bに対し等式

K2
f =

4(g − 1)

g
χf +

∑
p∈B

Ind(f−1(p))

が成立する．

このようなスロープの下限からのずれを与える関数 Indは堀川指数と呼ばれている．
非超楕円曲線束に関しても，いくつかの場合にスロープ等式が成立することが知られて

いる．例えば，種数 3の非超楕円曲線束に関しては次の等式が成立する．

Theorem 1.2 ([4]) 種数 3の非超楕円曲線の退化ファイバー芽に対し非負有理数を与え
る関数 Indが存在し，任意の相対極小な種数 3の非超楕円曲線束 f : S → Bに対し等式

K2
f = 3χf +

∑
p∈B

Ind(f−1(p))

が成立する．

本講演の主定理は平面 d次曲線束（一般ファイバーが非特異平面 d次曲線である代数曲線
束）に関する次のスロープ等式である．



Theorem 1.3 d ≥ 4とする．非特異平面 d次曲線の退化ファイバー芽に対し非負有理数
を与える関数 Indが存在し，任意の相対極小な平面 d次曲線束 f : S → Bに対し等式

K2
f =

6(d− 3)

d− 2
χf +

∑
p∈B

Ind(f−1(p))

が成立する．

種数 3の非超楕円曲線は非特異平面 4次曲線に他ならないので，Theorem 1.3は Theo-

rem 1.2の一般化であるといえる．スロープ等式の応用として，局所符号数と呼ばれる局
所不変量が定義でき，次が成立する．

Corollary 1.4 d ≥ 4とする．非特異平面 d次曲線の退化ファイバー芽に対し有理数を与
える関数 σが存在し，任意の平面 d次曲線束 f : S → Bに対し等式

Sign(S) =
∑
p∈B

σ(f−1(p))

が成立する（このような性質を持つ関数を局所符号数という）．さらに，この局所符号数
は [3]で定義されるMeyer関数から決まる局所符号数と一致する．

2 応用
(X, o)を孤立 2次元超曲面特異点，つまり，C3の原点 oの近傍上定義された正則関数

h(x, y, z)を用いてX = {h(x, y, z) = 0}と書け，oはXの孤立特異点なものとする．(X, o)

の幾何種数 pg = pg(X, o)は特異点解消 X̃ → X を用いて dimH1(OX̃)と定義される．特
異点 (X, o)のスムージングXε = {h(x, y, z) = ε}（ε > 0は十分小）と原点 o中心の十
分小さい閉球 B ⊂ C3 との交わりM = Xε ∩ B は境界付き実 4次元多様体でありミル
ナーファイバーと呼ばれる．その第 2ベッチ数 µを (X, o)のミルナー数という．µ+，µ−，
µ0をそれぞれ交点形式H2(M,Z) × H2(M,Z) → Zの正，負，0の固有値の数とすると，
µ = µ+ + µ− + µ0と表せる．σ = µ+ − µ−を特異点 (X, o)の符号数という．超曲面特異
点に関するダーフィー予想 [1]は次のようなものである．

（弱予想）σ ≤ 0.

（強予想）6pg ≤ µ.

2pg = µ+ + µ0より，弱予想は 4pg ≤ µ+ µ0と同値であり，強予想から弱予想が従うこと
が分かる．[2]において弱予想は正しいことが示されたが，強予想の方は現在でも未解決
である．実は定理 1.3を用いてダーフィーの強予想に近い形の不等式が導くことが出来る．

Corollary 2.1 (X, o)を孤立 2次元超曲面特異点とし，有理特異点でない（pg > 0）とす
る．A = π−1(o)を最小特異点解消 π : X̃ → Xの例外集合とする．このとき，不等式

6pg ≤ µ− χtop(A),



又は同値であるが，
σ ≤ −2pg − 1−#A

が成立する．ここでχtop(A)はAの位相的オイラー数とし，#AはAの既約成分の個数と
する．特に χtop(A) ≥ 0である特異点に対し強予想は正しく，どんな孤立 2次元超曲面特
異点に対しても弱予想は正しい．
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