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Abstract

我々は局所対称Kähler多様体を非可換変形する方法を見出した。曲率テンソルの共変微分が
消滅している場合、Kähler多様体M は、局所対称なKähler多様体であると言われる。局所的に
対称なKähler多様体を構築するための代数的導出プロセスが与えられる。例として、コンパクト
リーマン面と射影空間 CPN のスター積を構築する。
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1 Kähler多様体の変数分離変形量子化

このセクションでは、Kähler多様体の変数分離変形量子化を定義する。
N次元のKähler多様体MのKähler計量はKählerポテンシャルを使って記述される。ΦをKähler

ポテンシャルとし、ωをKähler 2形式とすると

ω := igkl̄dz
k ∧ dz̄l, gkl̄ :=

∂2Φ

∂zk∂z̄l
. (1.1)

となる。ただし zi, z̄i (i = 1, 2, . . . , N) は正則座標とする。
このテクニカルレポートでは、我々はアインシュタイン総和規約を使用する。gk̄l はKähler 計量行
列 gkl̄の逆行列である。 つまり gk̄lglm̄ = δk̄m̄ということである。以下我々は

∂k =
∂

∂zk
, ∂k̄ =

∂

∂z̄k
. (1.2)

とする。変形量子化は以下のように定義される。

Definition 1 (Deformation quantization). ポアソン多様体の変形量子化は以下のように定義される。

Fは形式的な関数列の集合として定義されている: F :=
{
f
∣∣∣ f =

∑
k fkℏk, fk ∈ C∞ (M)

}
. 非可換

積 ∗は

f ∗ g =
∑
k

Ck(f, g)ℏk (1.3)

であり、以下を満たす。



1. (F ,+, ∗) は、（非可換の）代数

2. Ck (·, ·) は双微分演算子

3. C0(f, g) = fg, C1(f, g)− C1(g, f) = {f, g} （ただし {f, g} は Poisson bracket）

4. f ∗ 1 = 1 ∗ f = f .

Karabegovは、[6]の中でKähler多様体の変形量子化を得る方法を導出した。彼の変形量子化は、
変数分離変形量子化と呼ばれる。

Definition 2 (変数分離変形量子化). 正則関数 a、反正則関数に対して a ∗ f = af, f ∗ b = fbを満た
すとき ∗をけケーラー多様体の変数分離変形量子化のスター積という。

以下Dl̄ = g l̄k∂k とし、S :=
{
A | A =

∑
α aαD

α, aα ∈ C∞ (M)
}
, とする。ただし αは多重添

字 α = (α1, α2, . . . , αn)である。またアインシュタインルール aαD
α :=

∑
α aαD

αを用いる。 Lf は
f ∗ g = Lfgを意味する。

Theorem 1.1. [Karabegov [6]].任意のKähler form ω, に対してスター積 ∗が以下のように構成され
る。f をF の元とし、

An = an,α(f)D
α, Dα =

n∏
i=1

(Dī)αi , (Dī) = gīl∂l, (1.4)

とすると、

Lf =
∞∑
n=0

ℏnAn (1.5)

は以下の条件によって一意的に定まる。

1. R∂l̄Φ
:= ∂l̄Φ + ℏ∂l̄, [

Lf , R∂l̄Φ

]
= 0 . (1.6)

2.

Lf1 = f ∗ 1 = f. (1.7)

上記条件は結合律

Lh(Lgf) = h ∗ (g ∗ f) = (h ∗ g) ∗ f = LLhgf. (1.8)

に由来する。



2 局所対称Kähler多様体の変数分離変形量子化

演算子を以下のように定義する。

Dk = gkm̄∂m̄, D
j̄ = gj̄l∂l, D

α⃗n := Dαn
1Dαn

2 · · ·Dαn
N , Dβ⃗n := Dβ1Dβ2 · · ·DβN , Dαk :=

(
Dk
)αk , Dβj :=

(
Dj̄
)βj

,

α⃗n /∈ ZN
≥0 に対しDα⃗n := 0とする。

Theorem 2.1. 局所対称Kähler多様体の変数分離変形量子化は以下のように得られる。

f ∗ g =
∞∑
n=0

∑
α⃗nβ⃗∗

n

T n
α⃗nβ⃗∗

n

(
Dα⃗nf

) (
Dβ⃗∗

ng
)
,

ただし係数 T n
α⃗nβ⃗∗

n
は以下の漸化式によって決定する。

N∑
d=1

ℏgīdT n−1

α⃗n−e⃗dβ⃗∗
n−e⃗i

= βiT
n
α⃗nβ⃗∗

n
+

N∑
k=1

N∑
p=1

ℏ (βn
k − δkp − δik + 1) (βn

k − δkp − δik + 2)

2
Rp̄

k̄k̄
ī T

n
α⃗nβ⃗∗

n−e⃗p+2e⃗k−e⃗i

+
N−1∑
k=1

N−k∑
l=1

N∑
p=1

ℏ (βn
k − δkp − δik + 1)

(
βn
k+l − δ(k+l),p − δi,(k+l) + 1

)
Rp̄

k+lk̄
ī T

n
α⃗nβ⃗∗

n−e⃗p+e⃗k+ ⃗ek+l−e⃗i
.

3 具体例：コンパクトリーマン面の変数分離変形量子化

スカラー曲率Rを
R = gij̄Rij̄ = Rl̄

j̄ l̄
j̄.

とする。

Theorem 3.1. コンパクトリーマン面の変数分離変形量子化は以下のように得られる。

f ∗ g =
∞∑
n=0

[(
g11̄
)n{ n∏

k=1

2ℏ
2k + ℏk (k − 1)R

}{(
g11̄

∂

∂z

)n

f

}{(
g11̄

∂

∂z̄

)n

g

}]
.



Example 1. (C, g)：ガウス平面

f ∗ g =
∞∑
n=0

[
ℏn

n!

{(
∂

∂z

)n

f

}{(
∂

∂z̄

)n

g

}]
.

Example 2. よく知られた平坦トーラス埋め込みX : S1 × S1 → R4

X (u, v) = (cosu, sinu, cos v, sin v) , u = Re (z) , v = Im (z)

=⇒ R =
−1√
EG

{
∂

∂u

(
1√
E

∂
√
G

∂u

)
+

∂

∂v

(
1√
G

∂
√
E

∂v

)}
= 0

に対し、第一基本形式

E =
∂X

∂u
· ∂X
∂u

= 1, F =
∂X

∂u
· ∂X
∂v

= 0, G =
∂X

∂v
· ∂X
∂v

= 1

となり、誘導計量
g̃11̄ = E = G = 1.

となる。よってスター積は

f ∗ g =
∞∑
n=0

[
ℏn

n!

{(
∂

∂z

)n

f

}{(
∂

∂z̄

)n

g

}]
.
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