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1 序論
Hd を d次元双曲空間の上半空間モデルとして Hd を Rd ∪ {∞}における閉包とする. 体積有限な

凸多面体 P ⊂ Hd が双曲コクセター多面体であるとは, 面角が 2以上の自然数 k を用いて π
k と表さ

れることである. 双曲コクセター多面体 P のファセットに関する鏡映の全体 S により生成される離
散群 Γを双曲コクセター群といい, (Γ, S)を P に関するコクセター系という. このとき P は Γの基
本領域である. P がコンパクト (または非コンパクト)のとき, 対応する双曲コクセター群 Γはココ
ンパクト (または余体積有限)と言われる. このとき (Γ, S)の S に関する語の長さの球面的増大度を
考える. すなわち, al を S に関する語の長さが lである Γの元の個数として, τΓ := lim supl→∞

l
√
al

が (Γ, S)の球面的増大度であり, これをコクセター系 (Γ, S)の増大度という. Cauchy-Hadamardの
定理から, 形式的ベキ級数

∑∞
l=0 alt

l の収束半径を Rとすると, τ = 1
R となる. このベキ級数をコク

セター系 (Γ, S)の増大度級数という. 双曲コクセター多面体 P の増大度と増大度級数とは P に関す
るコクセター系の増大度と増大度級数のことである. de la Harpeの結果により, 双曲コクセター多
面体の増大度は 1より真に大きい実代数的整数となることが知られている [5]. そこで, 次の問題を考
える.

双曲コクセター群の増大度はどのような実代数的整数となるか？

本稿では, 2または 3次元双曲コクセター群についての既存の結果および筆者が得た 4次元双曲コク
セター群の増大度の計算結果について説明する.

2 準備
定義 1. (コクセター系, コクセターグラフ, 増大度)

(i) コクセター系 (Γ, S)とは群 Γと有限生成系 S ⊂ Γ (S = {si}Ni=1)で関係式が (sisj)
mij である

ものとの組である. ここで, mii = 1であり, i ̸= j についてmij ≥ 2または mij = ∞である. 但し
mij = ∞ とは sisj の位数が有限でないことを表すものとする. このとき群 Γ をコクセター群とい
う. I ⊂ S に対して, ΓI を {si}i∈I により生成される Γの部分群とする. ΓI は I により生成される
Γのコクセター部分群という.

(ii) 次のように構成されるグラフを (Γ, S)のコクセターグラフという:

頂点集合は S である. mij ≥ 3なる si, sj ∈ S に対して, 対応する頂点を辺で結ぶ. mij ≥ 4の時は
辺にmij とラベルを付けることとする. コクセター系 (Γ, S)について, 対応するコクセターグラフが
連結であるとき既約であるという.

(iii) コクセター系 (Γ, S)の増大度級数 fS(t)とは形式的ベキ級数
∑∞

l=0 alt
l である, ここで al は

S に関する語の長さが lである Γの元の個数である. τ = lim supl→∞
l
√
al をコクセター系 (Γ, S)の



増大度という.

定義 2. (双曲多面体)

P ⊂ Hd が双曲多面体であるとは, 有限個の閉半空間の共通部分として表されることである. すな
わち, H−

i を Hd 内の超平面 Hi により囲まれる閉半空間とすれば P = ∩H−
i .

双曲多面体 P を囲む超平面 Hi,Hj が Hd において Hi ∩Hj ̸= ∅であるとき, 次のようにして Hi

と Hj のなす面角を定める: 点 x ∈ Hi ∩Hj を一つ取り, xを始点とする P に対する外法線ベクトル
を ui, uj とする. このとき, Hi と Hj のなす面角 θ ∈ [0, π)とは cos θ = −(ui, uj)を満たすもので
ある. ここで (·, ·)は Rd におけるユークリッド内積である.

また Hi,Hj が理想境界 ∂Hd でのみ交点を持つときは, Hi,Hj のなす面角は 0とする.

定義 3. (双曲コクセター多面体)

体積有限な双曲多面体 P ⊂ Hd が双曲コクセター多面体であるとは, 面角が 2以上の自然数 kまた
は k = ∞を用いて π

k と表されることである. ここで k = ∞とは対応する二つの超平面が理想境界
∂Hd でのみ交点を持つことである.

双曲多面体 P が体積有限となる必要十分条件は, P が Hd の有限個の点の凸包であることを注意し
ておく. 双曲コクセター多面体 P ⊂ Hd のファセットを定める超平面に関する鏡映の全体 S は離散
群 Γを生成する. このとき (Γ, S)はコクセター系となり, これを P に関する双曲コクセター系とい
い, Γを d次元双曲コクセター群という. さらに, P がコンパクト (または非コンパクト)のとき, 対
応する双曲コクセター群 Γはココンパクト (または余体積有限)と言われる.

定理 1. (Solomonの公式)[12]

既約有限コクセター系 (Γ, S)の増大度級数は fS(t)は fS(t) = [m1 + 1,m2 + 1, · · · ,mp + 1]と表さ
れる. ここで [n] = 1 + t + · · · + tn−1, [m,n] = [m][n] であり, {m1,m2, · · · ,mp} はコクセター系
(Γ, S)の指数と呼ばれるものである.

表 1 は既約有限コクセター系の指数を表したものである (詳細は [6]を参照).

表 1 指数

既約有限コクセター群 指数 増大度級数
An 1, 2, · · · , n [2, 3, · · · , n+ 1]

Bn 1, 3, · · · , 2n− 1 [2, 4, · · · , 2n]
Dn 1, 3, · · · , 2n− 3, n− 1 [2, 4, · · · , 2n− 2][n]

E6 1,4,5,7,8,11 [2,5,6,8,9,12]

E7 1,5,7,9,11,13,17 [2,6,8,10,12,14,18]

E8 1,7,11,13,17,19,23,29 [2,8,12,14,18,20,24,30]

F4 1,5,7,11 [2,6,8,12]

H3 1,5,9 [2,6,10]

H4 1,11,19,29 [2,12,20,30]

I2(m) 1,m-1 [2,m]



定理 2. (Steinbergの公式)[13]

(Γ, S) を無限コクセター系とする. ΓT を T ⊂ S により生成される部分コクセター群として, fT (t)

をコクセター系 (ΓT , T )の増大度級数とする. F = {T ⊂ S : ΓT は有限コクセター群 }とする. こ
のとき

1

fS(t−1)
=

∑
T∈F

(−1)|T |

fT (t)
.

Solomonの公式と Steinbergの公式により, (Γ, S)の増大度級数は整係数有理関数 p(t)
q(t) (p, q ∈ Z[t])

として表される. この有理関数 p(t)
q(t) は (Γ, S)の増大度関数と呼ばれる. 増大度級数 fS(t)の収束半径

Rは q(t)の絶対値最小である正の実根に等しい. このことから, 双曲コクセター群の増大度の数論的
性質は増大度関数の分母多項式の根の分布を調べることでわかる.

3 既存の結果
ここでは, 双曲コクセター群の増大度に関して知られている結果を紹介する.

3.1 2次元双曲コクセター群について

定理 3. (Cannon and Wagreich [2]) コンパクト双曲コクセター三角形の増大度は Salem数である.

ここで 1より大きな実代数的整数 τ が Salem数であるとは, τ−1 が τ の共役根であり, τ 以外の共役
根が単位円周上に存在することである (図 1参照).

定理 4. (Floyd and Plotnick [4], Parry [11]) 任意のコンパクト双曲コクセター多角形の増大度は
Salem数である.
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図 1 Salem数

定理 5. (Floyd [3]) 任意の非コンパクト双曲コクセター多角形の増大度は Pisot-Vijayaraghavan数
である. ここで 1より大きな実代数的整数 τ が Pisot-Vijayaraghavan数であるとは, τ 以外の共役根
が単位開円盤内に存在することである (図 2参照).

3.2 3次元双曲コクセター群について

定理 6. (Parry [11]) 任意のコンパクト双曲 3次元コクセター多面体の増大度は Salem数である.

定理 7. (Komori and Umemoto [9]) 非コンパクト双曲コクセター四面体の増大度は Perron数であ



�1 1 2 3

�1.0

�0.5

0.5

1.0

図 2 Pisot数

る. ここで 1より真に大きな実代数的整数 τ が Perron数であるとは, τ 以外の共役根の絶対値が τ

より真に小さいことである (図 3参照).
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図 3 Perron数

定理 8. (Nonaka and Kellerhals [7], Komori and Yukita [10]) 任意の 3 次元理想双曲コクセター
多面体の増大度は Perron数である. ここで理想双曲コクセター多面体とは, 全ての頂点が理想境界
∂H3 上に存在するものである.

定理 9. (Yukita [16], [17]) 任意の非コンパクト 3次元双曲コクセター多面体の増大度は Perron数
である.

ここまでの結果をまとめたものが表 2である.

表 2 増大度の既存の結果

次元 非コンパクト コンパクト
2 Pisot Salem

3 Perron

4 主結果
筆者が 4次元双曲コクセター群について得た結果を紹介する.



定理 10. (Tumarkin [14]) 次のコクセターグラフを持つ 4次元理想双曲コクセター多面体が存在す
る. この理想双曲コクセター多面体は底面を立方体とするピラミッドの組み合わせ構造を持つ (図 4

参照).
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図 4 コクセターグラフと対応する多面体の Schlegel図式

定理 11. (主結果) 上のコクセターグラフを持つ 4次元理想双曲コクセター多面体を F1, F2 に対応
するファセットで貼り合わせることにより 4次元双曲理想コクセター多面体の無限族を構成できる.

さらに, この貼り合わせにより得られる多面体の増大度は Perron数となる.

ここで次のことに注意したい:

• コンパクトな 4 次元双曲コクセター多面体の族は T.Zerht and C.Zehrt [18] の Coxeter

garland や Umemoto [15]の Coxeter domino など知られている例が存在する. 一方で非コン
パクト 4次元双曲理想コクセター多面体の無限族の例は今回得られたものが最初の例である.

• 4次元双曲コクセター多面体の増大度について, コンパクトな場合に Kellehals and Perren [8]

による数値計算の結果, Umemoto [15]による Coxeter domino の内のある部分族の増大度が
2-Salem数となることなどが知られている. 非コンパクト 4次元の場合における無限族の増大
度の数論的性質についての結果もまた今回得られたものが最初の結果である.

• 4次元以上の双曲コクセター群の増大度の計算において, 難しい点は 2点存在している. 一つ
は, 2または 3次元の場合と異なり双曲空間内にコクセター多面体として実現可能な多面体の
組み合わせ構造が決定されていない点である (例えば, 3 次元の場合には Andreev の定理 [1]

により組み合わせ構造から実現できる面角を決定できる). 二つ目は増大度関数の分母多項式
の複雑さである, 特に次数が高くなることが計算を難しくしている.
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[17] T.Yukita, Growth rates of 3-dimensional hyperbolic Coxeter groups are Perron numbers,

To appear in Canadian Mathematical Bulletin.

[18] T.Zehrt and C.Zehrt, The growth function of Coxeter garlands in H4, Beitr. Algebra Geom.

53 (2012), 451-460.


