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概 要

我々は，isoperimetric profileによる以下のような剛性定理を得た．isoperi-
metric profileによる比較条件を満たす測地的な測度距離空間のあるクラスを
考えると，そのクラスの中でobservable varianceが最大になっている空間は，
分散を最大にする 1-リプシッツ関数によって分割され，位相的に大きく 3種
類の構造を持つ．この結果は，Chengの最大直径定理やCheeger-Gromollの
分離定理の変化形の一つといえる．本研究は，東北大学の塩谷隆氏との共同
研究である．

1. 導入
距離空間 (X, dX)とX上の測度µXに対して，三つ組 (X, dX , µX)を測度距離空間と呼
ぶ．Xが測度距離空間であると言ったとき，その距離を dX，測度をµXで表す．測度
距離空間上の等周不等式を反映する isoperimetric profileと呼ばれる関数が定まる．

Definition 1.1 (Isoperimetric Profile) 任意のボレル集合A ⊂ Xに対して、Aの境
界測度を

µ+
X(A) := lim inf

ε→+0

µX(Aε)− µX(A)

ε

と定める．ここで，Aεは Aの ε-開近傍である．X の isoperimetric profile IX を実数
v ∈ ImµX = {µX(A) | A ⊂ X ボレル集合}に対して

IX(v) := inf{µ+
X(A) | µX(A) = v }

と定義する．

Xの isoperimetric profile IXはXのリッチ曲率RicXと関係がある．実際，実数Kに対
してある関数 ĨKが定まって

RicX ≥ K ⇒ IX ≥ ĨK

が成り立つ．一方，よく知られた剛性定理として，Chengの最大直径定理

RicX ≥ n− 1, diamX = π ⇒ X = Sn(1) (等長同型)

やCheeger-Gromollの分裂定理

RicX ≥ 0, ∃a straight line in X ⇒ X = ∃Y × R (等長同型)

がある．ここで，Xはn− 1次元完備リーマン多様体である．我々の研究は，これらの
剛性定理の仮定RicX ≥ Kよりも弱い条件である，ある関数φに対して IX ≥ φが成り
立つという条件のもと，ある種の最大性を仮定することで空間Xの構造の剛性を得る
ものである．
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2. 設定
我々は，測度距離空間Xにおいて (X, dX)が完備可分距離空間でX上の測度 µXはボ
レル確率測度であることを仮定する．また，主定理における空間Xに対する重要な仮
定として，本質的連結性がある．

Definition 2.1 (本質的連結性) 測度距離空間Xが本質的に連結であるとは任意の閉
集合A ⊂ Xで0 < µX(A) < 1を満たすものに対し，µ+

X(A) > 0が成り立つことである．

ここで，主定理における主要な仮定である等周比較条件について述べる．これは，R
上のボレル確率測度 νに対して，(R, | · |, ν)の isoperimetric profile を Iν としたとき，
IX ≥ Iνが成り立つことよりも少し強い仮定である．以下，νをR上のボレル確率測度
でルベーグ測度に関して絶対連続かつサポートが連結であると仮定する．

Definition 2.2 (等周比較条件 IC(ν)) Xが等周比較条件 IC(ν)を満たすとは

IX ◦ V ≥ V ′ a.e. on V −1(ImµX)

が成り立つことで定義する．ここでV (t) := ν((−∞, t])はνの分布関数である．

また，主定理において，空間の大きさはオブザーバブル分散という不変量を用いて測る．
いま，関数λ : [0,∞) → [0,∞)を狭義単調増加な連続関数とする．可測関数f : X → R
のλ-分散を

Varλ(f) :=

∫
X×X

λ(|f(x)− f(x′)|)d(µX ⊗ µX)(x, x
′) ≤ ∞

と定義する．また，R上のボレル確率測度ηのλ-分散を

Varλ(η) :=

∫
R×R

λ(|x− x′|)d(η ⊗ η)(x, x′) ≤ ∞

と定める．Xのオブザーバブルλ-分散を

ObsVarλ(X) := sup{Varλ(f) | f : X → R 1-リプシッツ }

と定義する．

3. 主定理
Theorem 3.1 Xを本質的に連結な測地的測度距離空間とし，Varλ(ν) < ∞と仮定す
る．さらに，Xは IC(ν)を満たすと仮定する．このとき，ObsVarλ(X) ≤ Varλ(ν)が成
立する．等号が成立するとき，Xは以下のいずれかを満たす．

(1) Xはある二点を結ぶ最短線の族で覆われる．

(2) Xはある一点から出発する半直線の族で覆われる．

(3) Xはある直線の族で覆われて，それらの直線は分岐点のみで交わる．

主定理 (定理3.1)の証明においては以下のリプシッツ順序が重要な役割を果たす．



Definition 3.2 (リプシッツ順序) 二つのR上のボレル確率測度 η, η′に対して η′が η

を支配する，記号でη ≺ η′とは，ある1-リプシッツ関数h : R → Rが存在してh∗η
′ = η

を満たすことである．ここでh∗η
′はhによるη′の押し出し測度である．

主定理は以下の二つの定理から得られる．

Theorem 3.3 Xを本質的に連結で IC(ν)を満たす測度距離空間とする．このとき，任
意の1-リプシッツ関数φに対してφ∗µX ≺ ν が成り立つ．特にObsVarλ(X) ≤ Varλ(ν)

が成り立つ．

定理3.3については弱い形の主張がM. Gromovによって証明なしに述べられていた [2]．

Theorem 3.4 Xを測地的な測度距離空間とする．もし，1-リプシッツ関数の分布全
体の集合 {φ∗µX | φ : X → R 1-リプシッツ }がリプシッツ順序に関して最大元を持つ
ならば，Xは定理3.1の (1)から (3)のいずれかを満たす．
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