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1. 導入
測度距離空間の幾何学は, リーマン多様体の収束理論に由来し, その一般化として研究
されてきた. 深谷は [2]で測度距離空間のクラスに測度付きGromov-Hausdorff収束 (以
下, mGH収束)を定義し, mGH収束するコンパクトリーマン多様体の列のラプラシアン
の固有値や固有関数の振る舞いを調べた. 測度距離空間が導入された背景として, リー
マン多様体のmGH収束を考えたとき, 極限空間がリーマン多様体の構造を持たないよ
うな場合を含んでいるということが挙げられる. 深谷の研究に続き, 加須栄-久村 [6, 7]

や桑江-塩谷 [9, 10]によって, mGH収束するリーマン多様体の列に対するエネルギー汎
関数の収束の研究がなされた.

これらの収束理論が断面曲率やRicci曲率の有界性を条件に含むという観点から, 測
度距離空間上に曲率の概念を一般化する研究がなされた. 断面曲率を一般化した曲率
を持つ空間として, Alexandrov空間が収束理論以前から知られていた. Lott-Villaniと
Sturmはそれぞれ独立に [11], [13]によって曲率次元条件と呼ばれる測度距離空間上の
Ricci曲率の下限条件に対応する条件を定義した. 曲率次元条件を満たす空間をCD空
間という. その後, Ambrosio-Gigli-Savaréによって曲率次元条件よりも強いリーマン的
曲率次元条件が [1]で定義された. リーマン的曲率次元条件を満たす空間をRCD空間と
いう. RCD空間はリーマン多様体のような良いエネルギー解析を行える測度距離空間
として広く研究されている.

測度距離空間の収束概念の1つとして, Gigli-Mondino-Savaréは [4]で点付き測度付き
Gromov収束 (以下, pmG収束)を導入した. 彼らは, pmG収束の下で, 曲率次元条件の
安定性やエネルギー汎関数の収束を調べた. pmG収束はmGH収束よりも弱い収束で
あり, より多くの空間列の収束を扱うことができる. しかし, n次元球面の列{Sn}n∈Nな
ど次元が発散するリーマン多様体列は一般にほとんど収束しないことが知られている.

本研究では, pmG収束を一般化するためにファイバー制御条件という新しい条件を導
入し, 一般化されたpmG収束の下での曲率次元条件の安定性やエネルギー汎関数の収
束に関する結果を得た. この一般化により, n次元球面の列 {Sn}n∈Nなどもこの理論の
例として取り扱うことが可能となった. また, 本研究は, Galaz-Garćıa, Kell, Mondino,

Sosa [3]による曲率次元条件が測度距離構造を保つ変換群による商空間に引き継がれる
という研究の一般化も与えている.

2. 測度距離空間の幾何学
2.1. 曲率次元条件

(X, d,m)が測度距離空間であるとは, (X, d)が完備可分距離空間であり, mがX上の局
所有限なBorel測度で suppm = Xを満たすものであるときをいう. すなわち, mは, 任
意の点x ∈ Xと任意の正数 r > 0に対して, 0 < m(Br(x)) < ∞を満たすX上のBorel
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測度である. Mloc(X)をX上の局所有限なBorel測度全体とし, P(X)をX上のBorel

確率測度全体とする. P(X)の部分集合P2(X)を

P2(X) :=

{
µ ∈ P(X)

∣∣∣∣ある点 x̄ ∈ Xが存在して,

∫
X

d(x, x̄)2 dµ(x) < +∞
}

(1)

と定め, その上の2つの確率測度µ1, µ2 ∈ P2(X)の間のL2-Wasserstein距離を

W2(µ1, µ2) := inf
π∈Π(µ1,µ2)

(∫
X×X

d(x, x′)2 dπ(x, x′)

) 1
2

(2)

により定める. ただし, Π(µ1, µ2) := {π ∈ P(X × X) | pri∗π = µi (i = 1, 2)}であり,

pri : X × X → Xは各成分への自然な射影, pri∗πは πの priによる押し出し測度であ
る. 押し出し測度とは, 一般にBorel可測写像 p : X → Y とX上のBorel測度µに対し
て, p∗µ(·) := µ(p−1(·))により定まるY 上のBorel測度p∗µである. (P2(X),W2)は完備
可分距離空間になる. これをL2-Wasserstein空間という.

相対エントロピー汎関数Entm : P(X) → [0,+∞]を

Entm(µ) :=


∫
X

ρ(x) log ρ(x) dm(x) (µ = ρmのとき)

+∞ (その他)
(3)

により定める. ただし, µ = ρmはµがmに関して絶対連続であり, その密度関数がρで
あることを意味する. D(Entm) := {µ ∈ P(X) | Entm(µ) < +∞}とする.

測度距離空間におけるRicci曲率の下限条件に対応する曲率次元条件が [11], [13]で次
のように定義された.

定義 2.1. 測度距離空間 (X, d,m)がK ∈ Rに対して曲率次元条件CD(K,∞)を満たす
とは, 任意の 2つの測度µ0, µ1 ∈ P2(X) ∩D(Entm)に対して, 次を満たすµ0とµ1を結
ぶW2測地線 µ : [0, 1] ∋ t 7→ µt ∈ P2(X)が存在するときをいう. 任意の t ∈ [0, 1]に
対し,

Entm(µt) ≤ (1− t)Entm(µ0) + tEntm(µ1)−
K

2
t(1− t)W2(µ0, µ1)

2 (4)

が成り立つ.

ただし, 一般に距離空間 (Z, d)上の曲線 γ : [0, 1] → Zが zと z′を結ぶ (最短)測地線
であるとは, γ(0) = z, γ(1) = z′を満たし, 任意の s, t ∈ [0, 1]に対して,

d(γ(s), γ(t)) = |s− t|d(γ(0), γ(1)) (5)

を満たすときをいう.

次の定理は, 実際に曲率次元条件がリーマン多様体におけるRicci曲率の下限条件と
して特徴づけられることを意味している.

定理 2.2 ([12]). K ∈ Rとする. 完備リーマン多様体Mに対して, MがCD(K,∞)を
満たすこととMのRicci曲率の下限がK以上であることは同値である. ただし, Mを
リーマン距離dgとリーマン体積測度volgをもつ測度距離空間 (M,dg, volg)と考える.



2.2. Cheegerエネルギー汎関数

(X, d,m)を測度距離空間とする. Lip(X)をX上のLipschitz関数全体とする.

f ∈ Lip(X)に対して, fの局所Lipschitz定数 |∇f | : X → [0,+∞)を

|∇f |(x) := lim sup
x′→x

|f(x)− f(x′)|
d(x, x′)

(6)

で定める. Cheegerエネルギー汎関数Ch : L2(X,m) → [0,+∞]を

Ch(f) := inf

{
lim inf
i→∞

1

2

∫
X

|∇fi|2 dm
∣∣∣∣ fi ∈ L2(X,m) ∩ Lip(X), fi

L2

−→ f

}
. (7)

で定める. この定義において, L2(X,m)の中でL2(X,m)∩Lip(X)が稠密であることか
ら, fの近似列 fiの存在が保証される. Cheegerエネルギー汎関数はリーマン多様体上
のDirichletエネルギー汎関数の一般化である. しかし一般にCheegerエネルギー汎関
数は2次形式になるとは限らない.

Ambrosio-Gigli-Savaréは [1]で次の条件を定義し, その条件を満たす空間のCheeger

エネルギー汎関数の熱流や対応するラプラシアンの固有値などを研究した.

定義 2.3. 測度距離空間(X, d,m)がK ∈ Rに対してリーマン的曲率次元条件RCD(K,∞)

を満たすとは, XがCD(K,∞)を満たし, かつ, Cheegerエネルギー汎関数Chが 2次形
式となる, すなわち, 任意のf, g ∈ L2(X,m)に対して,

Ch(f + g) + Ch(f − g) = 2Ch(f) + 2Ch(g) (8)

を満たすときをいう.

3. ファイバー制御条件とFC支配
(X, dX ,mX), (Y, dY ,mY )を測度距離空間とし, p : X → Y をそれらの間の 1-Lipschitz

写像とする. この節では, ファイバー制御条件という新しい概念を導入する. この条
件は後に見るように, 空間Xの幾何学的な条件を空間Y が引き継ぐための条件である.

ファイバー制御条件を定義するために次の測度分解定理から定まる分解測度を用いる.

定理 3.1 (測度分解定理). X上の任意のBorel測度 µで p∗µ ∈ Mloc(Y )を満たすもの
に対して, 次の (1) - (3)を満たすようなX上の確率測度の族 {µy}y∈Y ⊂ P(X)が存在
する.

(1) 任意のBorel部分集合A ⊂ Y に対して, Y ∋ y 7→ µy(A) ∈ [0, 1]がBorel可測関数
である.

(2) p∗µ-a.e. y ∈ Y に対し, µy(X \ p−1(y)) = 0が成り立つ.

(3) 任意のBorel可測関数f : X → [−∞,+∞]に対し,∫
X

f(x) dµ(x) =

∫
Y

∫
p−1(y)

f(x) dµy(x)d(p∗µ)(y) (9)

が成り立つ.



さらに, {µy}y∈Y はp∗µ-a.e.に関して一意である. この{µy}y∈Y をµのpによる分解測度
という.

定義 3.2 (ファイバー制御条件 [8]). (X, dX ,mX)を測度距離空間とし, (Y, dY )を完備可
分距離空間とする. 1-Lipschitz 写像 p : X → Y がファイバー制御条件FCを満たすと
は, p∗mX ∈ Mloc(Y )となり,また,あるBorel集合 Ỹ ⊂ Y が存在して, p∗mX(Y \ Ỹ ) = 0

を満たし, かつ, mXの pによる分解測度の族 {µy}y∈Ỹ がP2(X)に含まれ, 任意の 2点
y, y′ ∈ Ỹ に対し,

W2(µy, µy′) = dY (y, y
′) (10)

が成り立つときをいう.

定義 3.3 (FC支配 [8]). (X, dX ,mX), (Y, dY ,mY )を測度距離空間とする. XがY をFC

支配するとは, ある 1-Lipschitz写像 p : X → Y が存在して, FCと p∗mX = mY を満た
すときをいう.

FC支配の例には次のようなものがある.

例 3.4. (Y, dY ,mY ), (Z, dZ ,mZ)を測度距離空間とする. 1 ≤ q ≤ +∞に対して, Y とZ

の lq直積空間Y ×lq Zを,

Y ×lq Z := (Y × Z, dlq ,mY ⊗mZ) (11)

の3つ組からなる測度距離空間として定義する. ただし, mY ⊗mZはmY とmZの直積
測度であり, dlqは任意の2点 (y, z), (y′, z′) ∈ Y × Zに対して,

dlq((y, z), (y
′, z′)) :=

{
(dY (y, y

′)q + dZ(z, z
′)q)

1
q (1 ≤ q < +∞のとき)

max{dY (y, y′), dZ(z, z′)} (q = +∞のとき)
. (12)

で定まる距離である.

このとき, さらにmZ ∈ P2(Z)であるとすると, Y ×lq ZはY をFC支配する.

例 3.5. (X, d,m)を測度距離空間とし, Gをコンパクト位相群とする. また, GがXに
等長に作用しているとする. このとき, 軌道全体の集合X/G上に距離dX/Gが

dX/G([x], [x
′]) = inf

g,g′∈G
d(gx, g′x′) (13)

によって定まる. ただし, [x]はx ∈ XのG軌道である. (X/G, dX/G)は完備可分距離空
間になり, 自然な射影 p : X ∋ x 7→ [x] ∈ X/Gにより, (X/G, dX/G, p∗m)は測度距離空
間である. この (X/G, dX/G, p∗m)を軌道空間という.

このとき, Gの作用が等長的であることに加え, さらにX上の測度mを保ち, かつ,

連続的であるとすると, XはX/GをFC支配する.

XがY をFC支配しているとき, Xの曲率次元条件はY に引き継がれ, Cheegerエネ
ルギー汎関数が保たれるという結果を得た.

定理 3.6 (K. [8]). (X, dX ,mX), (Y, dY ,mY )を測度距離空間とし, XがY をFC支配す
るとする. p : X → Y をFC支配の定義の写像とする. このとき, 次が成り立つ.

(1) Xが実数Kに対しCD(K,∞)を満たすならば, Y もCD(K,∞)を満たす.



(2) 任意のf ∈ L2(Y,mY )に対して, ChX(f ◦ p) = ChY (f)が成り立つ.

特に, Xが実数Kに対しRCD(K,∞)を満たすならば, Y もRCD(K,∞)を満たす.

注意 3.7. 定理 3.6は, 例 3.5の場合についてはGalaz-Garćıa, Kell, Mondino, Sosaに
よって [3]において示されている. 彼らは群の場合に直接定理3.6を示したが, 本研究は
より抽象的なFC支配という枠組みを設定することで, 彼らの研究を一般化するととも
に, その証明で本質的な役割を果たす性質を特定できたという重要な意味を持つ.

4. 主結果
4.1. 漸近的FC支配

次に, FC支配を測度距離空間の列による漸近的な概念に拡張する. 測度距離空間列を
扱うときは測度距離空間に基点を加えた点付き測度距離空間として扱う.

定義 4.1 (漸近的FC支配 [8]). {(Xn, dn,mn, x̄n)}n∈Nを点付き測度距離空間の列とし,

(Y, d,m, ȳ)を点付き測度距離空間とする. Xnが Y を漸近的にFC支配するとは, ある
完備可分距離空間Zと写像pn : Xn → Z, ι : Y → Zが存在して次を満たすときをいう.

(1) pn : Xn → Zは条件FCを満たす1-Lipschitz写像である.

(2) ι : Y → Zは等長埋め込み写像である.

(3) pn∗mnが ι∗mに弱収束する.

(4) pn(x̄n)が ι(ȳ)に収束する.

また, XnがY を漸近的にFC支配するとき, Xn ↘ Y と表す.

ただし,一般に{µn} ⊂ Mloc(Z)がµ ∈ Mloc(Z)に弱収束するとは,任意のφ ∈ Cbs(Z)

に対して,

lim
n→∞

∫
Z

φdµn =

∫
Z

φdµ

が成り立つときをいう. Cbs(Z)はZ上の有界な台を持つ有界な連続関数全体である.

Gigli-Mondino-Savaréは [4]で点付き測度距離空間全体の集合X 上にpmG収束と呼
ばれる収束を定義した. {Xn}n∈N ⊂ X がY ∈ X にpmG収束するとは, 定義 4.1におけ
る pnがすべて等長埋め込み写像になっている場合であり, 定義 4.1はpmG収束の一般
化である. pmG収束はX にPolish位相を与えるが, 一方でひとつの測度距離空間列が
漸近的にFC支配する測度距離空間は一般に複数存在する.

漸近的FC支配の例には次のようなものがある.

例 4.2. {(Zn, dn,mn, z̄n)}n∈Nを点付き測度距離空間の列とし, mn ∈ P2(Zn)を満たす
とする. (Y, d,m, ȳ)を点付き測度距離空間とする. また, 1 ≤ q ≤ +∞とする. このと
き, Y ×lq Zn ↘ Y となる.

半径 rのn次元球面Sn(r)を標準リーマン計量に関するリーマン距離dSnと正規化さ
れたリーマン体積測度σnをもつ測度距離空間とする. 任意にSn(r)上の点 x̄nをとって
固定し, 点付き測度距離空間と考える. 例4.2の具体的な場合としてZnをSn(1)とした
ものが挙げられる.



例 4.3. (Y, d,m, ȳ) を点付き測度距離空間とし, 1 ≤ q ≤ +∞ とする. このとき,

Y ×lp Sn(1) ↘ Y である.

Y ×lp S
n(1)はY にpmG収束しない例である. また, この理論は例4.3のように次元が

発散する列も例に含む. 次元が発散する列に対しても収束する位相の例としてGromov

によって [5]で導入された集中位相がある. Y ×lp S
n(1)はY に集中位相では収束するこ

とが知られている. さらに, 次のような特徴的な例もある.

例 4.4. (R, | · |, γ, 0)を点付き1次元ガウス空間とする. すなわち, (R, | · |)を1次元ユー
クリッド空間とし, γを任意のBorel集合A ⊂ Rに対して,

γ(A) :=
1√
2π

∫
A

e−
1
2
|x|2 dx (14)

で定まるBorel確率測度とする. このとき, (Sn(
√
n), dSn , σn, x̄n) ↘ (R, | · |, γ, 0)となる.

{Sn(
√
n)}n∈Nは集中位相においても収束しないことが知られている.

4.2. L2関数列の収束とエネルギー汎関数の収束

測度距離空間の列 {(Xn, dn,mn)}n∈Nと測度距離空間 (Y, d,m)に対して, ある完備可分
距離空間ZとBorel可測写像 pn : Xn → Z, ι : Y → Zで pn∗mnが ι∗mに弱収束するも
のが存在すると仮定する. このとき, “空間をわたる”L2関数列の収束を次で定める.

定義 4.5. fn ∈ L2(Xn,mn), f ∈ L2(Y,m)とする. fnが fにL2弱収束するとは, 任意の
φ ∈ Cbs(Z)に対して,

lim
n→∞

∫
Xn

φ(pn(x))fn(x) dmn(x) =

∫
Y

φ(ι(y))f(y) dm(y) (15)

を満たし, かつ,

sup
n∈N

∫
Xn

fn(x)
2 dmn(x) < +∞ (16)

を満たすときをいう. また, fnがfにL2強収束するとは, fnがfにL2弱収束し, かつ,

lim
n→∞

∫
Xn

fn(x)
2 dmn(x) =

∫
Y

f(y)2 dm(y) (17)

を満たすときをいう.

このようなL2関数列の収束が存在するとき, [10]により, L2空間上のエネルギー汎関
数の列に対し, 次のMosco収束と呼ばれる収束が定義できる.

定義 4.6. En : L2(Xn,mn) → [0,+∞], E : L2(Y,m) → [0,+∞]とする. 次の 2つの条
件を満たすとき, EnがEにMosco収束するという.

(1) 任意のfn ∈ L2(Xn,mn), f ∈ L2(Y,m)に対して, fnがfにL2弱収束するならば,

lim inf
n→∞

En(fn) ≥ E(f) (18)

が成り立つ.

(2) 任意の f ∈ L2(Y,m)に対して, ある fn ∈ L2(Xn,mn)が存在して, fnが fにL2強
収束し, かつ,

lim
n→∞

En(fn) = E(f) (19)

を満たす.



4.3. 主結果

Gigli-Mondino-Savaréは [4]で, pmG収束の下, 曲率次元条件の安定性やCheegerエネ
ルギー汎関数がMosco収束することを示した. 漸近的FC支配の下でも, pmG収束と同
様の曲率次元条件の安定性やエネルギー汎関数の収束に関する結果が得られた.

定理 4.7 (K. [8]). 実数Kに対しCD(K,∞)を満たす点付き測度距離空間の列{Xn}n∈N
が点付き測度距離空間Y を漸近的にFC支配するとする. Xn, Y のCheegerエネルギー
汎関数をそれぞれChn,Chとする. このとき, 次が成り立つ.

(1) Y はCD(K,∞)を満たす.

(2) ChnはChにMosco収束する.

特に各XnがRCD(K,∞)を満たすとき, Y もRCD(K,∞)を満たす.

注意 4.8. 定理 4.7は, Xnが Y に pmG収束する場合についてはGigli-Mondino-Savaré

によって [4]において示されている.

注意 4.9. Xが Y をFC支配しているとき, {Xn := X}n∈Nは Y を漸近的にFC支配す
る. 定理 4.7は定理 3.6の拡張である. 特に, Cheegerエネルギー汎関数のMosco収束は
定理3.6(2)よりも強い主張である.

Cheegerエネルギー汎関数のMosco収束から得られる系として, RCD(K,∞)を満た
す測度距離空間上に定義されるLaplacianのスペクトルの収束がある. RCD(K,∞)を
満たす測度距離空間上のLaplacianは 2次形式Chに対応する自然な自己共役生成作用
素として定義される. 定理4.7の系として次が得られる.

系 4.10. K ∈ Rとする. {(Xn, dn,mn, x̄n)}n∈NをRCD(K,∞)を満たす点付き測度距
離空間列, (Y, d,m, ȳ)を点付き測度距離空間とし, Xn ↘ Y とする. ∆n,∆をそれぞ
れXn, Y の Laplacianとし, そのスペクトルを σ(∆n), σ(∆)とする. このとき, 任意の
λ ∈ σ(∆)に対し, あるλn ∈ σ(∆n)でλに収束するものが存在する.

参考文献
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