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1. 背景
Hgを図 1のような，3次元球面S3に標準的に埋め込まれた向き付けられた種数 gの 3

次元ハンドル体とし，その境界∂HgをΣgとおく．Σg内に2次元円板D0を図 1のよう
に取り，Σg,1をΣgからD0の内部を取り除いて得られる境界成分数が1のコンパクト曲
面とする．この時，ΣgのD0上恒等的な自己微分同相写像全体からなる群をDiff+(Σg,1)

と書き，Diff+(Σg,1)の，D0を各点で固定するアイソトピーによる商群をMg,1とする．
Mg,1は，Σg,1の写像類群と呼ばれる．

図 1: HgのモデルとΣg,1上の単純閉曲線C1, C2．

H ′
gを，S

3からHgの内部を取り除いて得られる種数gの3次元ハンドル体とする．こ
の時，Mg,1の元 fに対し，Mfを，S3 = Hg ∪H ′

gからH ′
gを取り除き再び fに沿って

H ′
gを貼り合わせて得られる有向閉3次元多様体の微分同相類とする．Mg,1の部分群で

Hg，H ′
gに拡張出来るアイソトピー類からなるものをそれぞれHg,1，H′

g,1で定義し、こ
れらをそれぞれハンドル体群と呼ぶ．V(3)を有向閉 3次元多様体の微分同相類からな
る集合とする．この時，対応Mg,1 ∋ f 7→Mf ∈ V(3)は以下の全単射を誘導する ([1]を
見よ)：

lim
g→∞

Hg,1 \Mg,1/H′
g,1 −→ V(3).

ここで，この帰納的極限は，図 2のような自然な埋め込み ι : Σg,1 ↪→ Σg+1,1から誘導さ
れる写像類群間の単射準同型写像 ι∗ : Mg,1 ↪→ Mg+1,1から誘導されるものである．
有向閉 3次元多様体M と任意の正の整数 nに対し，n次元の整係数ホモロジー群

Hn(M ;Z)がS3のホモロジー群Hn(S
3;Z)と同型である時，Mを整ホモロジー3球面と

呼ぶ．S(3)を有向整ホモロジー3球面の微分同相類からなる集合とする．Mg,1のΣgの
H1(Σg;Z)上の作用は，シンプレクティック表現Ψ : Mg,1 → Sp(2g,Z)を誘導する．こ
のΨの核をIg,1と書きΣg,1のTorelli群と呼ぶ．定義から，各f ∈ Ig,1に対し，Mfは整
ホモロジー3球面である．この時，上の全単射をIg,1に制限する事で以下の全単射が得
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図 2: 埋め込み ι : Σg,1 ↪→ Σg+1,1．

られる ([5]を見よ)：
lim
g→∞

Hg,1 \ Ig,1/H′
g,1 −→ S(3).

この全単射から，両側剰余 Hg,1 \ Ig,1/H′
g,1 を調べる事は整ホモロジー 3球面を調べ

る事と同じであり，特に，任意の g に対して Hg,1 \ Ig,1/H′
g,1 からの写像を構成する

事が整ホモロジー 3球面の不変量を構成する事と同値となる．IHg,1 := Ig,1 ∩ Hg,1，
IH′

g,1 := Ig,1 ∩H′
g,1とおく．この時，Pitsch [6]によって次の結果が得られている．

定理 1.1 ([6]). f , h ∈ Ig,1に対し，[f ] = [h] ∈ Hg,1 \ Ig,1/H′
g,1となる事の必要十分条

件は，φ ∈ IHg,1, φ
′ ∈ IH′

g,1, ψ ∈ Hg,1 ∩H′
g,1が存在して以下を満たすことである：

h = ψφfφ′ψ−1.

これらの事から，整ホモロジー3球面の不変量を構成する為にIHg,1の単純な生成系
は有用だと思われる．本講演では，IHg,1の単純な生成系に関する説明を行う．

2. 準備
本章では，主結果の為の準備を行う．
Σg,1上の単純閉曲線 cに対し，cに沿ってΣg,1を切り開き，切り開いた片方の境界を

右に 360度回転させ，再び貼り合わせる．この操作から得られるΣg,1の自己微分同相
写像を tcとおき，cに沿った右手Dehn twistと呼ぶ（図 3参照）．本講演では，微分同
相写像とそのアイソトピー類を同一視する．

図 3: 単純閉曲線 cに沿った右手Dehn twisttc．

定義 2.1. {c1, c2}を Σg,1上の単純閉曲線の組とする．c1と c2が非分離的で互いにア
イソトピックでなく Σg,1のある部分曲面の境界と等しくなる時，{c1, c2}を Σg,1上の
bounding pair (BP)という．特に，その部分曲面の種数が hとなる時，{c1, c2}をΣg,1

上の genus-h bounding pair (genus-h BP)と呼ぶ．
Σg,1上のBPもしくは genus-h BP {c1, c2}に対し，tc1t−1

c2
をそれぞれ ({c1, c2}に沿っ

た)BP-mapもしくは genus-h BP-mapという．



BP-mapはIg,1の元となることに注意する．

定義 2.2. Gを群，HをGの正規部分群，x1, . . . , xnをHの元とする．Hがx1, . . . , xn
のGによる共役全体で生成される時，Hがx1, . . . , xnによってGの中で正規的に生成
されるという．

Johnson [3]は以下の定理を示した：

定理 2.3 ([3]). g ≥ 3に対し，Ig,1は1つの genus-1 BP-mapによってMg,1の中で正規
的に生成される．

定理 2.3は，ある意味で，本講演の主結果の先行研究となるものである．主結果の説
明を行う為に，以下のような，Ig,1の元となる特殊なBP-mapを定義する．

定義 2.4. {c1, c2}をΣg,1上の genus-h BPとする．c1と c2がHg内でそれぞれ円板を張
らず，c1 ⊔ c2がHg内のアニュラスを張る時，{c1, c2}をΣg,1上の genus-h homotopical

BP (genus-h HBP)と呼ぶ．
genus-h HBP {c1, c2}に対し，{c1, c2}に沿ったBP-map tc1t

−1
c2
を genus-h HBP-map

と呼ぶ．

図 1のようなΣg,1上の単純閉曲線C1, C2に対し，{C1, C2}は，genus-1 HBPの例で
ある．genus-h HBP-mapはIHg,1の元となることに注意する．

3. 主結果
以下が本講演の主結果である．

定理 3.1. g ≥ 3に対し，IHg,1は tC1t
−1
C2
によってHg,1の中で正規的に生成される．こ

こで，C1とC2は図 1の単純閉曲線である．

定理 3.1の証明の概略. x0を∂D0 = ∂Σg,1の点とすると，Hg,1はHgの基本群π1(Hg, x0)

に作用する．π1(Hg, x0)は階数gの自由群Fgと同型である為，この作用から準同型写像
η : Hg,1 → AutFgが得られる．特に，Griffiths [2]により，この準同型写像ηは全射にな
る事が示されている．Fgのアーベル化から誘導される準同型写像AutFg → GL(n,Z)
を考え，この核を IAgとおく．IAgは，AutFgの IA-部分群と呼ばれる．この時，ηによ
るIHg,1の像が IAgと一致する事が確認出来る為，以下の単完全系列が得られる：

1 −→ ker η|IHg,1 −→ IHg,1

η|IHg,1−→ IAg −→ 1. (1)

ker η|IHg,1の生成系はPitsch [6]によって与えられており，IAgの生成系はMagnus[4]に
よって与えられている．その為，それらのker η|IHg,1の生成元と IAgの生成元のη|IHg,1

に関するリフト全てを，tC1t
−1
C2
のHg,1による共役の積で書き表す事によって定理 3.1の

証明が与えられる．
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