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1 導入

種数 gの向き付け可能閉曲面をΣgと表す．Σg上の向きを保つ可微分同相写像のアイソトピー類

の全体は写像の合成を積とし群をなす．これを Σg の写像類群と呼び，Mod(Σg)で表す．リーマン

面 Sg のモジュライ空間M (Sg)はその写像類群Mod(Sg)の群作用による，そのタイヒミュラー空

間 T (Sg)の商空間として実現される．ここで，タイヒミュラー空間は可縮であるため，Mod(Sg)

の群構造を調べることにより，M (Sg)の位相的性質を調べることが出来る．

写像類群の有限部分群に関しては，様々な研究が存在する．Nielsenは写像類群の任意の有限巡回

部分群がある双曲構造に関する等長変換群の部分群として実現できることを示し，Kerckhoff[6]は

これを有限群へと拡張した．廣瀬進氏 [2]は種数 4以下の全ての極大有限巡回群作用のDehn twist

表示を与えた．石坂瑞穂氏 [4]は Σg 上の超楕円的周期的写像を共役の差を除き分類し，それらの

Dehn twist表示を与えた．ここで，超楕円的対合はその商空間が S2となることで特徴付けられる．

本稿では，商空間が T 2となる対合と可換な周期的写像類に関する考察を行う．本稿は，野澤啓

氏 (立命館大学 理工)との共同研究に基づく．

2 周期的写像の分類

f ∈ Diff+(Σg)に対し，fn = idΣg なる自然数 nが存在するとき，f は周期的であるという．ま

た，x ∈ Σg が周期的写像 f の重複点であるとは，f の周期 n よりも小さい自然数 k が存在し，

fk(x) = xとなることである．ここで，f の重複点全体の集合をMf とおき，πf : Σ → Σ/⟨f⟩を
n重分岐被覆写像とする．Bf := π(Mf )を f の分岐集合と呼ぶ．bi ∈ Bf に対し，pi ∈ Mf を任

意に一つ固定する．pi に置ける πf の分岐指数を λi とおく．σi (1 ≤ σi ≤ λi)を pi の近傍の境

界への f
n
λi の作用が σi

λi
2π であるように選ぶ．このとき σi

λi
を pi を含む f の軌道の valencyと呼

び，[g, n : σ1

λ1
+ σ2

λ2
+ · · · ]を f の total valencyと呼ぶ．Nielsenによる次の定理の系として，total

valencyは周期的写像類の共役類を完全に分類することが知られている．

定理 2.1. Σg 上の 2つの周期的写像 f, f ′ ∈ Diff+(Σg)が共役であることと，以下の 3条件が満た

されることは同値：

1. f の周期 = f ′ の周期

2. ♯Bf = ♯B′
f

3. {f の valencyの全体 }={f ′ の valencyの全体 }

例 2.2. 図 1が表す T 2 上の周期的写像の total valencyは [1, 6; 1
2 + 1

3 + 1
6 ]である．
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図 1

与えられた total valencyが存在する為の条件が知られている．([1],[2]参照)

3 有限巡回群作用の可視化の例

Σ4 上の有限巡回群作用の可視化の例を 2つ紹介する．ここで，図中の数字は基本領域の写り方

を示し，ギリシャ文字は各辺の貼り合わせ方を示す．

例 3.1. 図 2は [4, 12; 1
12 + 1

6 + 3
4 ]で生成される Z12 作用を表す．

例 3.2. 図 3は [4, 5; 1
5 + 2

5 + 3
5 + 4

5 ]で生成される Z5 作用を表す．
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図 2
図 3

4 商空間がT 2となる対合と可換な既約かつ周期的写像類の分類

ιg を商空間が T 2 となる対合とする．



図 4

定理 4.1. ϕ ∈ Mod(Σg)を既約かつ周期的な写像類とする．もし，ϕが ιg と可換ならば，ϕの共

役類 [ϕ]は以下のいずれかに等しくなる．

[2, 6; 1
6 + 1

6 + 2
3 ], [3, 8; 1

8 + 1
8 + 3

4 ], [3, 8; 3
8 + 3

8 + 1
4 ],

[3, 8; 1
8 + 1

4 + 5
8 ], [3, 8; 3

8 + 3
4 + 7

8 ], [3, 12; 1
12 + 1

4 + 2
3 ],

[3, 12; 5
12 + 1

4 + 1
3 ], [4, 12; 1

12 + 1
6 + 3

4 ], [4, 12; 5
12 + 5

6 + 3
4 ],

これらの逆写像．

特に，g ≥ 5ならば，Σg 上の既約かつ周期的な写像であって，ιg と可換となるものは存在しない．

証明には各周期的写像の基本領域による曲面の分割と，分岐被覆の理論を用いる．
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