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本レポートでは Anosov表現，Hitchin成分について紹介した後に筆者の計算について簡単に述べる．本論

の前にいくつか準備を行う．有限生成群 Γと Lie群 Gがあったとき Γから Gへの表現全体の成す空間

R(Γ, G) = Hom(Γ, G)

を表現多様体 (representation variety)と呼ぶ．表現多様体には Gが代数的な場合自然に代数的集合の構造が

入る．特に Γが n元生成であるとき R(Γ, G) ⊂ Gn であり関係子が定義方程式を定める．表現多様体には G

が共役により作用している．この作用に対する商空間

X (Γ, G) = R(Γ, G)//G

を指標多様体 (character variety)と呼ぶ．ここで商は GIT商を考えている．

指標多様体と多様体の幾何構造の関係の例として Teichmüller 空間を思い出す．向き付けられた閉曲面 S

の Teichmüller 空間 T (S) とは S 上の完備で有限体積を与え曲率が至る所-1 である Riemann 計量全体

Hyp(S) の微分同相群の単位元を含む成分 Diff0(S) による商空間 T (S) = Hyp(S)/Diff0(S) である．計量

に関する議論により T (S) は (標識付き) 複素構造，共形構造の空間に一致していて様々な観点で研究され

ている歴史の深い対象である．Teichmüller空間の元を以下 S 上の双曲構造と呼ぶ．双曲構造 mに対して S

の普遍被覆 S̃ から双曲空間 H2 への m に付随する等長写像が存在することが知られている．この同一視で

基本群による被覆変換を H2 上の等長変換に読み替えることで次が言える．即ち双曲構造 m の与えられた

曲面 Sm に対して H2 の等長変換群 Isom+(H2) ∼= PSL2(R) の離散部分群 Γ が存在して Γ は基本群 π1(S)

と同型で Sm と H2/Γ は等長的である．離散的な埋め込み π1(S) → Γ ⊂ PSL2(R) は離散的で忠実な表現
ρ : π1(S) → PSL2(R)を与える．この表現のことをよくホロノミー表現と呼ぶ．ここでホロノミー表現は同
一視 S = H2/ρ(π1(S))が向きを保つようにとることにする．ホロノミー表現の共役類は双曲構造mに対して

一意的に定まるので T (S)の X (π1(S),PSL2(R))への埋め込みが構成される．従って Teichmüller空間は指

標多様体の部分集合と同一視される．

一般に多様体上の幾何構造とその変形の理論は上の議論のようにある特徴的な基本群の表現や指標多様体の

理論に帰着される．その一つの例として近年研究されているのが Anosov表現と呼ばれている表現である．
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1 Anosov表現

Anosov表現を定義する．向き付けられた種数 g ≥ 2の閉曲面を S で表し S 上の双曲構造を任意に固定す

る．単位接束 T 1S の測地流を ϕt で表しまた π1(S)-被覆を T 1S̃ で表す．実半単純 Lie群 Gを考えその放物

的部分の組 (P+, P−) で横断的なものを任意に固定する．ここで (P+, P−) が横断的であるとはその交わり

L = P+ ∩ P− が簡約であるときにいう．F+ = G/P+,F− = G/P− とおくとき G/Lは F+ × F− の軌道

空間として標準的に埋め込まれていることに注意する．表現 ρ : π1(S) → Gに対して T 1S 上の平坦捩れ束を

Eρ = T 1S̃ ×ρ G/Lで表す．接束 TG/Lを積構造 F+ ×F− に沿って分解することで F± 方向に沿った G/L

上の接分布 E± を定義する．

定義 1.1 (Guichard-Wienhardによる定義 [7]). 表現 ρが (P+, P−)-Anosovであるとは Eρ のある切断 σ

が存在し次を満たす．

(i) σ は ϕt に沿って平坦である．

(ii) σ による誘導束 σ∗E+, σ∗E− たちが ϕt の作用に関して dilating, contracting property をもつときに

いう．

定義の (ii) は次のことを意味する：ある連続的な σ∗E+(resp. σ∗E−) のファイバー上の計量の族と

定数 a,A > 0 が存在して，任意の t ≥ 0 と，任意の p ∈ T 1N 上のファイバーに属する全ての v ∈
σ∗E+(resp. σ∗E−)に対して

||ϕ−t(v)||ϕ−t(p) ≤ Ae−at||v||p, (resp. ||ϕt(v)||ϕt(p) ≤ Ae−at||v||p).

注意 1.2. Anosov表現は負曲率多様体の基本群に対しても定義される．より一般に Gromov双曲群に対して

も定義されるがその場合単位接束の代わりに Gromovの flow spaceが用いられる．また表現先の Lie群に関

しても複素半単純の場合や簡約 Lie 群の場合にも定義することができる．これら議論については [3], [7], [6]

を参照して頂きたい．

Anosov 表現の研究に用いられる極限曲線 (limit curve) について触れておく．この曲線は例えば擬 Fuchs

表現の極限集合の類似である．定義 1.1の条件から T 1S̃ に持ち上げられた測地流 ϕt の各軌道は F± のただ一

つの元に対応する．一方で測地線の集合は π1(S)の Gromov境界の点の組と同一視される．これら事実に考

察を加えることで写像 ξρ : ∂∞π1(S) → F+ が得られる．この写像は連続であり Anosov表現に対して一意的

に定まることが知られている．曲線 ξρ を極限曲線や Anosov写像，旗曲線と呼ぶ．

注意 1.3. 極限曲線はAnosov表現の幾何学的意味を大いに反映した対象であり逆に極限曲線の存在をAnosov

表現の定義とすることもできる．この定義については [7], [11]を参照せよ．

以下横断的放物部分群の組として Borel群からなるものを考えその組を記号 (B+, B−)で表すことにする．

曲面群 π1(S)の PSLn(R)への (B+, B−)-Anosov表現 ρに限ればその力学系の性質から次のような良い特徴

を持つ捩れ束を誘導することが Labourie により示されている．ρ のリフト ρ′ : π1(S) → SLn(R) をひとつ
とる．

定理 1.4 (Labourie [12]). 単位接束 T 1S 上の ρ′ に付随する平坦捩れ Rn-束を E で表す．



(i) E は T 1S 上の連続な直線束 V1, · · ·Vn の和に分解し各 Vi は ϕt の与える軌道に沿って平行である．

(ii) ϕt の平坦接続による持ち上げによる V ∗
i ⊗ Vj(i > j)への作用は contractingである．

先に述べた極限曲線 ξρ はこの直線束への分解に大きく依存している．E の部分束 E±
i を次で定義する．

E+
i = ⊕1≤j≤iVj , E−

i = ⊕n−i+1≤j≤nVj

また単位接束は T 1S = ∂∞π1(S)
(3) \∆のように同一視されることに注意する．ここで ∆は

∆ = {(x1, x2, x3) ∈ ∂∞π1(S)
(3) | xi = xj(i ̸= j)}

で定義される．横断的放物部分群として Borel群を選んでいるので ξρ の像は旗の成す空間 flag(Rn)と同一視

できる．測地流による p ∈ T 1S の軌道の吸い込み点を x+
p ∈ ∂∞π1(S) で表すとき次が成立することが定理

1.4から示される．ここで (E+
i )p は束 E+

i の p上のファイバーであり E のファイバーである Rn の i次部分

空間を与えている．
ξρ(x

+
p ) = {(E+

i )p}i ∈ flag(Rn)

この曲線 ξρ は次で定義される超凸 Frenet曲線であることが知られている．

定義 1.5 ([12]). 曲線 ξ : S1 → flag(Rn)が超凸 Frenetであるとは次を満たすときにいう．ここで像 ξ(x)に

対して ξ(x)(p) は旗 ξ(x)に属する p次元部分空間を指す．

(i) n1 + · · ·+nk ≤ n を満たす正整数組と異なる点の組 (x1, · · · , xk)に対して ξ(x1)
(n1) + · · ·+ ξ(xk)

(nk)

は直和

(ii) 任意の点 x ∈ S1 に対して n1 + · · · + nk ≤ n を満たす正整数組を固定したとき異なる点の組

(x1, · · · , xk)を xへ近づける極限により

⊕i=k
i=1ξ(xi)

(ni) → ξ(n1+···nk)(x).

ここで極限は xi たちが互いに異なり続けるような極限である．

以下超凸 Frenet曲線を単に超凸曲線と呼ぶ．Labourieは PSLn(R)への (B+, B−)-Anosov表現から定義

される超凸曲線に関する議論を用いて Anosov表現の像がこれまで研究されてきた双曲等長変換群の離散部分

群とよく似た振る舞いをすることを示した．

定理 1.6 (Labourie [12]). 曲面群 π1(S) の PSLn(R) への (B+, B−)-Anosov 表現は離散的で忠実であり，

π1(S)の非自明元 γ ∈ π1(S)に対して ρ(γ)は純斜航的，すなわち相異なる 1でない固有値を持つ．

2 Hitchin成分

Hitchin 成分とは Teichmüller 空間 T (S) のある種の一般化である．冒頭にあるように T (S) は指標多様

体の部分集合と同一視される．以下 S の PSLn(R)-指標多様体を Xn(S) で表す．そこで標準的に得られる

SL2(R) の既約 SLn(R)-表現から誘導される準同型 ιn : PSL2(R) → PSLn(R) を考える．この既約表現は指
標多様体の間の写像 (ιn)∗ : X2(S) → Xn(S)を定義し T (S)を Fuchn(S) = (ιn)∗(T (S))へ写す．

定義 2.1. 指標多様体 Xn(S)の Fuchn(S)を含む連結成分をHitchin成分と呼ぶ．Hitchin成分を Hitn(S)

で表し Hitchin 成分に属する元を Hitchin 表現と呼ぶ．部分集合 Fuchn(S) は Fuchs 跡 (Fuchsian locus)，

Fuchs跡に属する元は n-Fuchs表現と呼ばれる．



Hitchin成分が研究についての歴史的背景を簡単に述べる．もともと曲面群の指標多様体は冒頭にあるよう

に Riemann面上の双曲幾何との関連で研究されていたがその連結成分に関わる研究に関しては Goldmanに

よる仕事が有名である．

定理 2.2 (Goldman [5]). 表現多様体 R(π1(S),PSL2(R)) の連結成分の個数は 4g − 3 であり X2(S) には

Teichmüller空間と同相な成分が向きに依存して 2つ存在する．特に Fuch2(S)は X2(S)の連結成分である．

Hitchin はこの結果の一般化を与えた．彼は Higgs 束の理論を用いて Xn(S) を調べ次のような結果を与

えた．

定理 2.3 (Hitchin [9]). n ≥ 3に対して Xn(S)の連結成分は nが奇数のとき３つ，nが偶数のとき 6つ存在

する．

特に Hitchin は連結成分の中で Teichmüller 空間と関連する成分を見出しその連結成分を Teichmüller 成

分と呼び位相構造を決定した．この成分が上で定義された Hitchin成分である．

定理 2.4 (Hitchin [9]). Hitn(S)は (2g − 2)(n2 − 1)次元 Euclid空間と同相である．

Hitchin成分は現在様々な文脈で研究されているが，(位相)幾何の文脈で研究が盛んになった大きな転機と

しては Labourieによる幾何学的特徴付けが挙げられる．第１節で述べた Anosov表現は歴史的には Labourie

が Hitchin表現の幾何学的特徴付けを与えるべく定義した表現である．(その後 [7], [6], [11]により様々な定

式化が与えられている．)

定理 2.5 (Labourie [12]). Hitchin表現は (B+, B−)-Anosovである．

一方で Fock-Goncharovによる Cluster代数を用いた特徴づけも興味深い．彼らは Cluster代数と旗空間の

配置空間の理論を利用して Hitchin表現たちを特徴づけた．

定理 2.6 (Fock-Goncharov [4]). Hitchin表現は positive表現である．

Hitchin成分は多様体上の幾何構造，特に射影幾何構造と呼ばれる幾何構造のモジュライと密接に関わって

いる．

定義 2.7. m次元多様体M が実射影幾何構造を持つとは次で特徴づけられるアトラスが存在するときにいう．

(i) M の開被覆 ∪Ui と各 Ui から RPm への上への同相写像 ϕi が存在する．

(ii) 座標変換は射影変換の制限，すなわち PGLm+1(R)の元の制限で与えられる．

多様体 M が実射影幾何構造をもつときある PGLm+1(R) の離散部分群 Γ と Γ が真正不連続かつ自由に

作用する RPm の開領域 Ω(真正不連続領域) が存在し Γ \ Ω は M と同相となる．真正不連続領域が凸，す

なわちその領域を含む射影空間の affine patch の意味で凸であるとき M は凸実射影幾何構造 (convex real

projective structure)をもつという．Teichmüller空間が Riemann面上の双曲構造のモジュライ空間に相当

していたのと同様に Hitchin成分については次のような結果がある．

定理 2.8 (Choi-Goldman [2]). Hit3(S)は曲面 S 上の凸実射影幾何構造の変形空間に一致する．

定理 2.9 (Guichard-Wienhard [8]). Hit4(S)は単位接束 T 1S 上の葉層構造付き凸実射影幾何構造の変形空



間に一致する．

3 Hitchin成分上の座標系と主結果

本節で主結果について述べる．Hitchin成分の位相構造が Euclid空間であることは定理 2.4で見たがここ

ではより具体定なパラメータ付けについて考えたい．筆者の知る限り Hitchin成分のパラメータ付けは本質的

には２つしか知られていない．一つは Fock-Goncharovによる高次元 Teichmüller理論からのもの [4]でもう

一つが Bonahon-Dreyerによるもの [1]である．ここでは Bonahon-Dreyerの座標に注目する．

S 上に双曲構造を一つ固定し ρを Hitchin表現 (の代表元)とする．S の普遍被覆 S̃ として双曲構造に付随

するものをとり固定しておく．また S 上の有限数の葉から成る極大な有向測地的ラミネーション Lを一つ選
ぶ．このとき Lは S の理想三角形分割 T を与える．Bonahon-Dreyerは Hitchin表現に付随する極限曲線 ξρ

を用いて Hitchin表現に対して定まる次の２種類の不変量を構成した．

1.Triangle不変量：理想三角形分割 T で得られる各理想三角形 T に注目する．Tの普遍被覆への持ち上

げをとったときその理想頂点は視境界 ∂∞S̃ の 3つ組 (xT , yT , zT )を与える．Triangle不変量は各理想三角形

に対して定まり特に (ξρ(xT ), ξρ(yT ), ξρ(zT )) の Fock-Goncharov の triple ratio の対数をとることで定義さ

れる．

2.Shearing 不変量：無限に伸びる葉 h に対して持ち上げ h̃ を一つ選ぶ．また h に隣り合う理想三角

形 T1, T2 を h̃ に隣り合うように持ち上げて T̃1, T̃2 で表す．h̃ の無限遠点のうち h の向きについて吸い

込み点の方を x，湧き出し点の方を y とする．更に T̃1, T̃2 の頂点で x, y でないものを z, z′ とおく．こ

こで x, z, y, z′ の順に並ぶように z, z′ を与える．Shearing 不変量はラミネーションの葉に対して定まり

(ξρ(x), ξρ(y), ξρ(z), ξρ(z
′))の Fock-Goncharovの double ratioの対数をとることで定義される．閉じた葉に

対しても同様に定義するのだが上記のような無限遠点の組を選ぶときに議論が必要でありここでは省略する．

Triangle 不変量，Shearing 不変量はともに実数値不変量であり極限曲線の超凸性を用いることで Hitchin

表現の代表元の取り方に依らずに定まることが確かめられる．また Fock-Goncharovの各 ratioの対数をとる

ときの ratioが正であることが必要であるがここで定理 2.6が用いられる．即ち positive表現とは対応する極

限曲線の上記の ratioたちが正であるような表現のことを指す．

Bonahon-Dreyerの結果は次のようにまとめられる．

定理 3.1 (Bonahon-Dreyer [1]). Hitn(S) の元に定義されるすべての Triangle 不変量と Shearing 不変量の

値を対応させる写像を
ΦL : Hitn(S) → RN

で表す．このとき ΦL は解析的な上への同相写像でありその像は Euclid凸胞の内部である．

筆者の主結果はパンツと呼ばれる位相的には球面から 3つの非交な開円板を除いて得られる曲面 (Figure1)

の Hitchin成分における Bonahno-Dreyerの座標系を用いた Fuchs跡の具体的なパラメータ付けである．主

張は次のようになる．

定理 3.2 (I. [10]). パンツ P に下図のような極大ラミネーション Lを固定する．このとき [ρn] ∈ Fuchn(P )

に対して Bonahon-Dreyerの座標 ΦL(ρn)は計算可能で，パンツの全測地的境界長さと nによる具体的な計

算公式を与えることができる．



図 1 パンツ P とその上のラミネーション L.
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