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概要

次元の等しい二つの統計多様体の間で統計構造を保つ写像のことを統計同型写像という. 本

講演では, 局所的にリーマン曲率テンソルと差テンソルが保存されているとき局所統計同型写

像が構成できることを紹介し, 特にヘッセ多様体の場合にはヘッセ曲率テンソルと差テンソル

が保たれている場合に局所統計同型写像が構成できることを述べる.

1 統計多様体とヘッセ多様体

定義 1.1 なめらかな n次元多様体M とその上の捩れのないアファイン接続 ∇とリーマン接続 g

の組 (M,∇, g)が統計多様体であるとは, (0, 3)テンソル場 C := ∇g が対称であるときをいい, こ

のとき (∇, g)を統計構造という.

統計多様体という名前は次のような例に由来する．

例 1.2 Ωを高々可算集合または Rk とする. S が ξ = (ξ1, . . . , ξn) ∈ Ξ ⊂ Rn をパラメータとす

る Ω上の確率分布族で

S =

{
p(x; ξ)

∣∣∣∣ ∫
Ω

p(x; ξ)dx = 1, p(x; ξ) > 0, ξ ∈ Ξ ⊂ Rn

}
と表されるとき, S を Ω上の統計モデルという. S は ξ = (ξ1, . . . , ξn)を局所座標系とする n次元

多様体とみなすことができる. このとき, 微分と積分の順序交換可能性などの適当な仮定のもとで,

ξ = (ξ1, . . . , ξn) ∈ Ξに対して,

gFij(ξ) :=

∫
Ω

(
∂

∂ξi
log p(x; ξ)

)(
∂

∂ξj
log p(x; ξ)

)
p(x; ξ)dx (i, j = 1, 2, . . . , n)

とおく. ただし, Ωが高々可算集合の場合も和は積分の形で表すこととする. gF (ξ) = (gFij)は n次

実対称行列となり, これを S の Fisher情報行列という. また, 任意の α ∈ Rに対して

Γ
(α)
ij,k :=

∫
Ω

{
∂2 log p

∂ξiξj
(x; ξ) +

1− α

2

∂ log p

∂ξi
(x; ξ)

∂ log p

∂ξj
(x; ξ)

}
∂ log p

∂ξk
(x; ξ)p(x; ξ)



とおくと, Γ
(α)
ij,k は S のアファイン接続 ∇(α) を定め, ∇(α) を α接続という. このとき, (∇(α), gF )

は Ω上の統計構造となる.

確率分布族として正規分布族や Poisson分布族などの指数型分布族と言われるものを考えると,

∇(1) は平坦になっている. このように平坦な接続が存在する場合には, 平坦接続に関するアファイ

ン座標系 θ = (θ1, . . . , θn)に関して, あるなめらかな関数 ψ が存在して計量 g を

gij =
∂2ψ

∂θi∂θj

とヘッシアンで書くことができる. そこで平坦な接続を持つ統計多様体を次のように定義する.

定義 1.3 統計多様体で ∇ が平坦であるとき, (M,∇, g) をヘッセ多様体といい, (∇, g) をヘッセ
構造という.

次元の等しい二つの統計多様体 (M,∇, g) と (M,∇, g) が統計多様体として同じになるの
は, それらの間に微分同型写像 φ : M → M が存在して任意のベクトル場 X,Y, Z に対して

C(X,Y, Z) = C(φ∗X,φ∗Y, φ∗Z) が成り立つときである. したがって統計微分同型写像を次のよ

うに定義する.

定義 1.4 (M,∇, g)と (M,∇, g)を同次元の統計多様体とする. このとき, φ : M → M が統計同

型写像であるとは, φが等長写像でかつアファイン接続同型であるとき, すなわち

g(X, Y ) = g(φ∗X, φ∗Y ),

φ∗(∇XY ) = ∇φ∗Xφ∗Y

が任意のベクトル場 X,Y に対して成り立つときをいう.

次に統計多様体に関して基本的な概念を定義する.

定義 1.5 (1) (M, g) をリーマン多様体とし, ∇ をM 上のアファイン接続とする. このとき, ∇∗

が ∇の g に関する双対接続であるとは

Xg(Y, Z) = g(∇XY, Z) + g(Y,∇∗
XZ), X, Y, Z ∈ Γ(TM)

をみたすことをいう. (∇, g)がM 上の統計構造ならば, (∇∗, g)もM 上の統計構造となっている.

(2) 統計構造 (∇, g)に対して, 差テンソルK := K(∇,g) ∈ Γ(TM (1,2))を

K(X,Y ) := ∇XY −∇g
XY

で定義する. ここで, ∇g は g の Levi-Civita接続である.

M 上のアファイン接続 ∇に対して

R∇(X,Y )Z := ∇X∇Y Z −∇Y ∇XZ −∇[X,Y ]Z, X, Y, Z ∈ Γ(TM)



と定義すると, R∇ は (1, 3)テンソル場となり, これを ∇に関する曲率テンソルと呼ぶ. 以下簡単

のため, R := R∇, Rg := R∇g

, R∗ := R∇∗
と書くこととする.

ヘッセ多様体に対して差テンソルK を用いてヘッセ曲率を次のように定義する.

定義 1.6 ヘッセ構造 (∇, g)に対して,

H(X,Y )Z := −(∇K)(Y, Z;X), X, Y, Z ∈ Γ(TM)

と定義すると, これはM 上の (1, 3)テンソル場で, これをヘッセ曲率テンソルという.

2 統計多様体上の局所統計同型写像

(M,∇, g) と (M,∇, g) を同次元の統計多様体とする. p ∈ M と p ∈ M をとって固定し, 線型

等長写像 Φ : TpM → TpM が与えられているとする. また凸開集合 Up ⊂ TpM と Up ⊂ TpM を

U := Expp(Up), U := Expp(Up)がそれぞれ pと pの ∇g に関する正規座標近傍となるようにと

る. すると微分同型写像 φ : U → U が

φ := Expp ◦ Φ ◦ (Expp)−1 (1)

によって定義される. pを始点とする ∇g に関する測地線 γ が任意に与えられたとき, γ := φ ◦ γ
とおくと, γ は U 上の pを始点とする ∇g に関しての測地線となる. γ と γ の終点をそれぞれ q と

q := φ(q)とし, 線型等長写像 Φq : TqM → TqM を

Φq := P γ ◦ Φ ◦ (Pγ)
−1 (2)

によって定義する. ここで Pγ : TpM → TqM と P γ : TpM → TqM はそれぞれ ∇g と ∇g に関し

ての γ と γ に沿った平行移動であり, これらは線型等長写像である.

このような設定のもと, 次の結果を得た.

定理 2.1 (M, ∇, g)と (M, ∇, g)を同次元の統計多様体とし, Rg を Rg をそれぞれのリーマン

曲率テンソルとし, K とK をそれぞれの差テンソルとする. そして φと Φq を上の設定の (1), (2)

のようにとる. このとき U 上の pを始点とする任意の ∇g 測地線 γ に対して

Φq(R
g(u, v)w) = Rg(Φq(u), Φq(v))Φq(w),

Φq(K(u, v)) = K(Φq(u), Φq(v)), (u, v, w ∈ TqM),

が成り立つとき, φは U から U への統計同型写像となる.

さらに統計多様体がヘッセ多様体のとき, 次の定理を得た.

定理 2.2 (M, ∇, g)と (M, ∇, g)を同次元のヘッセ多様体とし, K とK をそれぞれの差テンソ

ルとし H と H をそれぞれのヘッセ曲率テンソルとする. そして φと Φq を上の設定の (1), (2)の



ようにとる. このとき U 上の pを始点とする任意の∇g 測地線 γ に対して

Φq(K(u, v)) = K(Φq(u), Φq(v)),

Φq(H(u, v)w) = H(Φq(u), Φq(v))Φq(w) (u, v, w ∈ TqM),

が成り立つとき, φは U から U への統計同型写像となる.
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