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概 要

ランダムグラフは任意の有限グラフを誘導部分グラフとして含み, 他にも様々な良
い性質をもつ. これは, 実は有限グラフ全体からなるクラスの持つ性質によるもので,
その性質をもつクラスが作り出すグラフのことを genericグラフと呼ぶ. その性質を
一般化することで, モデル理論における有限構造のクラスについても同様の議論をお
こなうことができ, それによって作られる可算無限構造を generic構造と呼ぶ.
また, ランダムグラフの自己同型群は単純群であることが知られており, 特に, 恒

等的でない任意の自己同型写像 σに対し, 他のすべての自己同型写像は σの共役元 3
つの積として表現することができる. このことは, 一般の generic構造についてもある
程度同様に成り立ち, ある条件のもとで, その積の数は 32に抑えられることが示され
ている. 本研究において, 同条件のもとでこの数を 12まで減らすことができるという
結果を得た. よって本講演では, generic構造の構成法と, 主結果の証明の概略を紹介
する.

1 言語と構造
まず, モデル理論的な基本事項について述べる.

定義 1.1. ある記号の集合L := {Ri | i ∈ I}を考える1. このLのことを言語 (language)

といい, 各Riを関係記号と呼ぶ. また, Riに対して自然数 a(Ri) > 0を割り当て, この数
をRiの項数 (arity)と呼ぶ.

ある集合AとRA
i ⊆ Aa(Ri)について, A := ⟨A;RA

i : i ∈ I⟩を L-構造 (structure)と呼
ぶ. 各RA

i を, RiのAでの解釈 (interpretation)と呼ぶ. しばしば構造と領域は同一視
される. 以下, 単にAと書いてもL-構造をあらわしているものとする.

例 1.2. (1) L = {E(x, y)}(すなわち a(E) = 2)とし, L-構造Aを, Eについて非反射的
かつ対称的な集合とすると, Aは単純グラフである.

(2) L = {·(x, y, z)}とし, L-構造Gを,

1一般には, 関係記号だけでなく関数記号 (と定数記号)も言語として考えることができるが, ここでは関
係記号のみからなる言語だけを考える.



(i) (演算) 任意の a, b ∈ Gについて, c ∈ Gが一意に存在して (a, b, c) ∈ ·Gが成り
立つ.

(ii) (結合性) 任意の a, b, c ∈ Gについて, ある x, y ∈ Gについて (a, b, x), (b, c, y) ∈
·Gとなっているとき, ある z ∈ Gが存在して, (x, c, z), (a, y, z) ∈ ·Gが成り立つ.

(iii) (単位元) ある元 1 ∈ G存在して, 任意の a ∈ Gについて (a, 1, a) ∈ ·Gが成り
立つ.

(iv) (逆元) 任意の a ∈ Gについて, a−1 ∈ Gが存在して (a, a−1, 1), (a−1, a, 1) ∈ ·G

が成り立つ.

の 4つをみたす構造とすると, Gは群2である.

このように数学的な構造を定義することによって, グラフ理論における誘導部分グラフ
や群論における部分群, また構造間の同型などの概念を統一的に考えることができる.

定義 1.3. 言語Lを固定する.

(1) A,BをL-構造とする. 単射 f : A → Bが埋め込み (embedding)であるとは, 任意
のR ∈ Lについて, ā ∈ RA ⇐⇒ f(ā) ∈ RBがすべての ā ∈ Aa(R)で成り立ってい
ることをいう.

(2) 埋め込み f が包含写像であるとき, AはBの部分構造 (substructure)であるとい
い, 集合の包含記号を用いてA ⊆ Bと書く.

(3) 埋め込み f が全単射であるとき, f を同型写像 (isomorphism)と呼び, A ∼= Bと
書く. また, この AとBは同型 (isomorphic)であるという. また, AとBを並べ
た順序対 ā = (ai : i ∈ I), b̄ = (bi : i ∈ I)について, f : ā → b̄がすべての i ∈ I で
f(ai) = biとなっているとき, ā ≡ b̄とも書く.

(4) ある埋め込み f : B → CがA ⊆ B ∩ Cを元ごとに固定するとき, B ∼=A Cと書き,

BとCはA上で同型であるという. b̄ ≡A c̄についても同様である.

定義 1.4. M をL-(可算無限)構造とする.

(1) Age(M)で, M に埋め込めるL-有限構造全体からなるクラスをあらわす.

(2) Aut(M)で, M 上の自己同型群をあらわす. また, A ⊆ M について, Aut(M/A)をA

を元ごとに固定する自己同型写像全体からなるAut(M)の部分群とする.

2通常, 群の言語は演算をあらわす 2変数関数と単位元をあらわす定数記号や, 必要ならば逆元を返す 1
変数関数などによって定義されるが, 上記のように 3項関係によっても定義することが可能である. このよ
うに, 数学的構造を定義する言語には自由度があるが, 使用する言語によって量化記号消去やモデル完全性
などの, モデル理論的に重要な性質の成否が変わる.



2 amalgamation classとgeneric構造
構造のクラスを考えるにあたって, 空集合が構造として含まれている方が何かと都合が
よい.

そこでこれ以降, 空集合は (任意のLについての)L-構造とみなす.

定義 2.1. KをL-有限構造のクラスで, 同型写像で閉じているものとする.

(1) KがHP (Hereditary Property)を持つとは, 任意のA ∈ Kに対し, B ⊆ Aなら
ばB ∈ Kであることをいう.

(2) KがAP (Amalgamation Property)を持つとは, 任意の A,B1, B2 ∈ Kに対し,

AからB1, B2それぞれへの埋め込み f1, f2が存在するならば, C ∈ KとB1, B2から
Cへの埋め込み g1, g2が存在し, g1 ◦ f1(a) = g2 ◦ f2(a) (∀a ∈ A)が成り立つことを
いう.

KがHPとAPをともに持つとき, Kを amalgamation classと呼ぶ.

命題 2.2. (R.Fräıssé, 1953[1]) KをLについての amalgamation classとする.

このとき, L-可算無限構造M が (同型を除いて一意に)存在し, 以下が成り立つ:

• Age(M) = K,

• Mはhomogeneousである. すなわち, 互いに同型な任意のA,B ∈ Mについて, 任
意の同型写像 f : A → BはM 全体の自己同型写像に拡大できる.

このM のことをKについての generic構造という. また逆に, ある可算構造M が homo-

geneousであるとき, Age(M)は amalgamation classである. このため, generic構造のこと
を単に homogeneousな構造ともいう.

例 2.3. (1) L = {E(x, y)}とし, Kをすべての有限単純グラフからなるクラスとする.

このとき, Kは amalgamation classであり, Kから得られるM はランダムグラフに
なる.

(2) L = {d(x, y) = r | r ∈ Q≥0}とし, Kを有理距離をもつすべての有限距離空間とす
る. このとき, M は有理距離を持つUrysohn空間になる.

モデル理論において, 非常に大きい, すべての議論がその中でおこなえるような特殊な
構造を考えることがしばしばあり, homogeinityはそのような構造に必要な条件のひとつ
である. その意味で, generic構造はモデル理論的に重要な対象であるといえる.

例えば, 次のような主張が成り立つ. この補題は, 本講演の主結果の証明にも部分的に
用いられる.

補題 2.4. generic構造M の有限部分構造上の各同型写像 f について,

Of := {σ ∈ Aut(M) | σは f を拡大して得られる自己同型写像 }

を開基とする位相をAut(M)に入れると, Aut(M)はHausdorffなポーランド群となる.



主結果の主張に言明するにあたって, APよりも少し強い性質を導入する必要がある.

定義 2.5. L-generic構造Mを固定する. A,B,C ⊆fin Mについて, A ⊇ B ∩Cかつ任意の
R(x1, . . . , xn) ∈ Lに対し, B ∪ Cの元の列 a1, . . . , anで, BとC両方にまたがっていてか
つR(a1, . . . , an)が成り立っているようなものがないとする. このとき, L-構造A ∪B ∪C

を直和の記号を用いて B ⊕A C と書き, B と C の A上の free amalgamと呼ぶ. また,

A,B,Cについて上記の関係が成り立っていることを, B

—
)

A
Cなどと書いてあらわし, B

とCはA上独立3であるという.

定義 2.6. amalgamation class KがFAP (Free Amalgamation Property)をもつ, あ
るいはKの generic構造M が free homogeneousであるとは, 任意のA,B,C ⊆fin M に
ついて, うまくB′ ∼=A B,C ′ ∼=A Cをとれば, B′

—
)

A
C ′が成り立つことをいう.

注意 2.7. M を free homogeneousな構造とする.

(1) 任意の A,B,C ⊆fin M に対し, σ ∈ Aut(M/A)をうまくとれば σ(B)

—
)

A
C が成り

立つ.

(2) (推移性) A,B,C,D ⊆fin M について, A

—
)

B
C かつA

—
)

B∪CDならば, かつそのと
きに限りA

—
)

B
C ∪Dである.

(3) (定常性) A,B ⊆fin M と ā ≡A ā′なる ā, ā′ ∈ Mdについて, ā

—
)

A
Bかつ ā′

—
)

A
Bな

らば, ā ≡AB ā′である.

例 2.8. ランダムグラフは free homogeneousな構造でもある.

3 主結果
まず, ランダムグラフ上の自己同型群についての事実について述べる.

命題 3.1. (J.K.Truss, 2003[5]) ランダムグラフM 上の自己同型群Aut(M)は単純群であ
る. また, 任意の σ ∈ Aut(M) \ {id}について, すべての τ ∈ Aut(M)を σの共役元 3つの
積であらわすことができる.

このことは, 一般の generic構造についての主張としては, 次が成り立つことが知られて
いる.

命題 3.2. (D.Macpherson, K.Tent, 2011[6]) M を free homogeneousな構造とし, Aut(M)

がMへの作用として推移的かつMの対称群Sym(M)と異なるとする. このとき, Aut(M)

は単純群である.

また, 任意の σ ∈ Aut(M) \ {id}について, すべての τ ∈ Aut(M)を σまたは σ−1の共
役元 32個の積であらわせる.

3この独立という関係は “よい”関係であり, ベクトル空間における基底の独立性や, 代数的閉体における
超越次元を意識した用語である. じっさい, モデル理論においてはこれらの独立概念は統一的に扱うことが
できる. このように, 独立性をうまく扱うことのできる理論のことを単純であるといい, 単純な理論の研究
はモデル理論研究におけるメインストリームのひとつである.



本研究において, この 32という数を改良することに成功した.

定理 3.3. Mを free homogeneousな構造とし, Aut(M)が推移的かつ Sym(M)と異なると
する. このとき, 任意の σ ∈ Aut(M) \ {id}について, すべての τ ∈ Aut(M)を σまたは
σ−1の共役元 12個の積であらわせる.

4 今後の展望
APや FAPより弱い概念として, 部分構造としての関係 “⊆”に他の条件を付け加えた

closedという関係 “<”を考え, その関係のもとでのみ FAPができるようなクラスを考え
ることがある. すなわち, A,B,C ∈ Kについて, A < B,CならばB⊕A C ∈ Kが成り立っ
ているようなクラスKを考えるのである.

具体的には, 例えばグラフの言語において, 実数 0 < α < 1を固定し, グラフの次元 δα
を定義する. すなわち, δα(A) := |A| −α|EA|とする. そこで, A ⊆ Bについて, A <α Bを
任意のA ⊊ X ⊆ Bに対して δα(X)− δα(A) > 0であると定義する.

これに関して, generic構造と似た構造を構成することができる.

命題 4.1. (K, <)が上記の意味で free amalgamation classであるとき, L-可算構造M が
(同型を除いて一意に)存在し, 以下が成り立つ:

• 任意のA ⊆fin M について, B ⊆fin M が存在し, A ⊆ B < M が成り立つ.

• 任意のA ⊆fin M について, A ∈ Kである.

• A < M かつA < Bであるような任意のA,B ∈ Kについて, B′ ∼=A Bが存在して
B′ ⊆ M となる.

例えば, 上記の<αによって構成されるグラフは, Shelah-Spencerグラフと呼ばれる, 非
常に辺の結ばれる確率の小さい可算グラフに一致する.

これらの構造に関して, 次のような予想を立てることができる.

予想 4.2. free amalgamation class (K, <)について, M を上記の命題によって構成された
可算構造とする. Aut(M)が推移的かつ Sym(M)と異なるとき, Aut(M)は単純群である.
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