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1 Hochschild extension algebra
K を代数的閉体, Aを有限次元 basicK-多元環とし, D を標準双対関手 HomK(−, K)とする. 最
初に Hochschild 拡大の定義と基本的な性質について述べる.

Definition 1. Aの D(A)による Hochschild 拡大とは, 短完全系列

0 −→ D(A)
κ−→ T

ρ−→ A −→ 0

のことである. ここで T は K-多元環, ρは全射環準同型, κは両側 T -加群としての単射準同型で
ある. また (D(A))は両側 A-加群であるので, ρを通して両側 T -加群とみなしている. このとき T
を Aの D(A)による Hochschild拡大環という.

Definition 2. Hochschild拡大 0 −→ D(A)
κ−→ T

ρ−→ A −→ 0 が splittableであるとは,ある
環準同型 ρ′ : A → T が存在して ρρ′ = idA となることである.

Definition 3. ２つの Hochschid拡大 (F )と (F ′) が同値であるとは, 次の図式を可換にするよう
なK-多元環準同型 ι : T → T ′ が存在することをいう：

(F ) 0 // D(A) //

1

��

T //

ι

��

A //

1

��

0

(F ′) 0 // D(A) // T ′ // A // 0

Hochschild拡大の同値類全体を F (A, D(A))と書く.

次に Hochschild 拡大環の積構造を考える. K-双線形写像 α : A × A → D(A) が任意の
a, b, c ∈ Aに対して

aα(b, c)− α(ab, c) + α(a, bc)− α(a, b)c = 0 (1.1)

をみたすとき, αを 2-cocycleという. この αを用いて, K-線形空間 A⊕D(A)に以下のように積
を定める：

(a, x)(b, y) = (ab, ay + xb+ α(a, b)) (1.2)

ここで (a, x), (b, y) ∈ A ⊕D(A). このとき, A ⊕D(A)は K-多元環であり, これを Tα(A)とか
く. 結合法則は, (1.1)によって成立する. そして, この Tα(A)により Hochschild拡大

0 −→ D(A) −→ Tα(A) −→ A −→ 0



が得られる. 逆に, Hochschild 拡大 0 → D(A) → T → A → 0 に対して, ある 2-cocycle α が
存在し, T が Tα(A)と同型になる. Ae = A ⊗ Aop とする. 2-cocycleは Hochschild cohomology
H2(A, D(A)) := ExtAe(A, D(A)) の元の代表元になっており,次の結果が知られている.

Proposition 1.1 ([2, Proposition 6.2], [5, Section 2.5]). F (A, D(A))と H2(A, D(A))は一対
一対応しており, これは 2-cocycle α を Hochschild拡大 Tα(A)に対応することで得られる. 特に
H2(A, D(A))の零元は splittable拡大に対応する.

特に T0(A)を trivial拡大環といい, 多元環の表現論において非常に有用である.

2 quiver表示
qiver Qとは, 2つの集合 Q0, Q1 および, ２つの写像 s, t : Q1 → Q0 の四つ組 Q = (Q0, Q1, s, t)
のことをいう. このとき, Q0 の元を頂点, Q1 の元を矢といい, 矢 x ∈ Q1 に対して s(x)をその始
点, t(x)をその終点という. 矢の列 x1x2 · · ·xn で t(xi) = s(xi+1)をみたすものを長さ nの道とい
う. また, Qの頂点を長さ 0の道とみなし, u ∈ Q0 対して eu と表す. quiverは次のようにグラフ
で表すことができる.

Example 1. Q0 = {1, 2, 3}, Q0 = {x, y}, s(x) = 1, s(y) = 2, t(x) = 2, t(y) = 3 のとき,

1
x−→ 2

y−→ 3

quiver Q に対して, Q の道全体を基底とする線形空間 KQ を考える. 2 つの道
x1x2 · · ·xm, y1y2 · · · yl に対して, その積 (x1x2 · · ·xm)(y1y2 · · · yl) を, t(xm) = s(y1) なら
ば道 x1x2 · · ·xmy1y2 · · · yl, t(xm) ̸= s(y1)ならば 0として,多元環 KQを考える. このとき KQ
を道多元環という.

Theorem 2.1. Aが有限次元 basic K-多元環なら,ある quiver QとKQの ideal I が存在して A
と KQ/I は同型になる. また, この Qは Aによって一意に定まり, これを Aの ordinary quiver
といって QA とかく.

これより, quivarを求めることで多元環の積構造を視覚的に捉えることができる. trivial拡大環
についてはその ordinary quiverが既に決定している.

Theorem 2.2 ([1]). trivial拡大環 T0(A)に大して, その ordinary quiver QT0(A) は以下によっ
て定まる：

� (QT0(A))0 = (QA)0
� (QT0(A))1 = (QA)1 ∪ {yp1

, yp2
, . . . ypl

}

ここで, ypi は socAe(A)の基底 {p1, p2, . . . pl}に対応する矢 ypi : t(pi) → s(pi)である.

さらに, 一般の Hochschild拡大環についての ordinary quiverについては以下のことがわかる.

Lemma 2.3. Aを有限次元 basic K-多元環, α : A× A → D(A)を 2-cocycleとする. αが任意
の i ∈ ∆0 に対して α(ei, −) = α(−, ei) = 0 をみたすとき, 次の subquiverの列を得る：

∆ ⊆ ∆Tα(A) ⊆ ∆T0(A).

Lemma 2.4. Aを有限次元 basic K-多元環, α : A× A → D(A)を 2-cocycleとする. αが任意
の i ∈ ∆0 に対して α(ei, −) = α(−, ei) = 0 をみたすとき,次は同値である：

(1) α(radA, radA) ⊆ radAD(A) +D(A)radA.
(2) ∆Tα(A) = ∆T0(A).



3 主定理
本研究では以下によって定まる自己入射中山多元環の Hochschild拡大環について考察する. ∆を
次のような s (≥ 1)個の頂点と s本の矢からなる cyclic quiverとする：

1
2

3

s

s− 1

s− 2

x1

x2

x3

xs

xs−1

xs−2

n を 2 以上の整数, Rn
∆ を長さ n 以上の道で生成される K∆ の ideal としたとき, A = K∆/Rn

∆

を自己入射中山多元環という. 以降, ei, xi の添え字 i は s を法として考える. 一般に,
Hochschild cohomology H2(A, D(A)) は Hochschild homology HH2(A) := TorA

e

2 (A, A) の
双対空間 D(HH2(A))と同型であることが知られている. この Hochschild homology については
以下の定理がある.

Theorem 3.1. 自己入射中山多元環 A に対して,2 次 Hochschild homology 群は HH2(A) =⊕∞
q=1 HH2, q(A)と直和分解でき, 各直和因子は以下のようになる：

HH2, q(A) =


K if s|q and n+ 1 ≤ q ≤ 2n− 1,

Ks−1 ⊕Ker(·ns : K → K) if s|q and q = n,

0 otherwise.

(3.1)

[3]により, 2次 Hochschild homology群と 2次 Hochschild cohomology群に関する同型写像

Θ :
⊕
q

D(HH2, q(A)) ∼= D(
⊕
q

HH2, q(A)) = D(HH2(A))
∼−→ H2(A, D(A)).

が与えられており, この Θを通して 2-cocycleを構成できる. ここから以下の主結果を得られる.

Theorem 3.2 ([3]). A = K∆/Rn
∆ とし n ≤ q ≤ 2n − 1 とする. α : A × A → D(A) をその

cohomology class [α]が Θ(D(HH2, q(A)))に含まれ, [α] ̸= 0をみたす 2-cocycleとする. このと
き, Hochschild拡大環 Tα(A)の ordinary quiver ∆Tα(A) は次で与えられる：

∆Tα(A) =

{
∆T0(A) if n ≤ q ≤ 2n− 2,

∆ if q = 2n− 1.

Corollary 3.3. A = K∆/Rn
∆ とし n ≤ q ≤ 2n − 1 とする. α : A × A → D(A) を任意の

2-cocycleとすると [α] =
∑2n−1

q=n [βq] とかける. ここで βq : A× A → D(A)は cohomology class

[βq]が Θ(D(HH2, q(A)))に含まれるような 2-cocycleである. このとき次が成立する：

∆Tα(A) =

{
∆T0(A) if [β2n−1] = 0,

∆ if [β2n−1] ̸= 0.

Corollary 3.4. A = K∆/Rn
∆ とし, α : A × A → D(A) を任意の 2-cocycle とする. もし

∆Tα(A) = ∆ならば Tα(A)はK∆/R2n
∆ と同型であり, Tα(A)は対称多元環である.



4 具体例
s = 3つまり, Qを次の quiverとする:

1

23

x1

x2

x3

A = KQ/Rn
Q として Theorem 3.1から, n = 4とすると HH2,q(A) ̸= 0 となるのは q = 6のとき

に他ならない. このとき Θを通して構成される 2-cocycle α : A × A → D(A) は長さ 1以上の道
a, bに対しては

α(a, b) =


(xi+4xi+5)

∗ if ab = xixi+1xi+2xi+3,

x∗
i+5 if ab = xixi+1xi+2xi+3xi+4,

e∗i+6 if ab = xixi+1xi+2xi+3xi+4xi+5,

0 otherwise,

長さ 0の道に対しては常に 0と定義される. Theorem 2.2より, QT0(A) は次の quiverとなる:

1

23

x1

x2

x3

x′
2

x′
1

x′
3

このとき, Tα(A)はKQT0(A)/I と同型である. ここで,

I = ⟨x′
ixi − xix

′
i+1, xixi+1xi+2xi+3 − x′

ixi, (x
′
i)

2 | i = 1, 2, 3⟩

である. 一方, T0(A)はKQT0(A)/I0 と同型である. ここで

I0 = ⟨x′
ixi − xix

′
i+1, xixi+1xi+2xi+3, (x

′
i)

2 | i = 1, 2, 3⟩

となる.
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