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1 導入

有限集合上の力学系から定義されるゼータ函数は, 函数等式やオイラー積表示を満たすなどの性質
を持ち, 数論で現れるデデキントゼータ函数の類似, あるいはトイ・モデルとして, Kim, 小山, 黒
川らによって研究された ([6], [8]). 本研究では, このような力学系のゼータ函数の一般化として, 組
み紐群のBurau表現を用いてゼータ函数を定め, その性質を調べた. 結果的に力学系のゼータ函数
には見られなかった性質として, 留数に幾何学的な不変量 (結び目の Alexander多項式)が現れる
ことがわかった ([14]). また, 他の組み紐群の表現の間の関係をゼータ函数の視点から観察するこ
とで, 不変量間の関係や, その力学的, あるいは数論的性質を理解することが期待される.
本稿では, A. Kosyakによって構成された 3次組み紐群B3の表現を, Bnへと一般化し, 得られ

た表現 ρ
(N)
n,q,tのゼータ関数について考察する. 特に, トーラス型といわれる組み紐に関するゼータ

関数の明示公式を与え, その系として q-恒等式や, q-seriesとの関係を得たので紹介する.

2 準備

2.1 有限力学系のゼータ函数

有限集合Xn := {1, 2, . . . , n}と, その自己同型 σ ∈ Aut(Xn)の組から定まる力学系（σ, Xn）の
ゼータ函数を以下で定義する.

ζσ(s,Xn) := exp

{ ∞∑
m=1

|Fix(σm, Xn)|
m

sm
}

ここで、Fix(σm, Xn) := #{x ∈ Xn | σmx = x}. つまり, σmによるXn上の不動点の個数を表す.
こうして定まる力学系ゼータ函数 ζσ(s,Xn)は, オイラー積表示や関数等式, リーマン予想の類似
を満たすなどの性質を持っている. なお, 自然数N ≥ 2に対して、

NXn := {{1(i1), 2(i2), . . . , n(in)} | 0 ≤ ij ≤ N − 1}

とおくと, σ ∈ Aut(Xn)は自然にNXn に作用し,

ζσ(s,N
Xn) := exp

{ ∞∑
m=1

|Fix(σm, NXn)|
m

sm
}

という力学系 (σ,NXn)のゼータ関数を考えることもできる.
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2.2 組み紐群

組み紐群について簡潔にまとめる. （詳しくは [2], [3], [4], [7]を参照）. n次組み紐群 Bnとは,以
下で定義される.

Bn := ⟨σi(1 ≤ i ≤ n− 1) | σiσj = σjσi(|i− j| > 1), σiσi+1σi = σi+1σiσi+1⟩

組み紐群の生成元 σiは図のように視覚的に捉えることができる.

Figure 1: 生成元 σi Figure 2: 閉包 σ

生成元 σiは i番目と i+ 1番目の紐が Figure 1のように交差している n本の紐と思え, 紐を下
につなげることで積を考えることができる. 次に いくつかの基本的な記号を導入する.
(1)対称群Snへの自然な全射準同型 πn : Sn −→ Bnを以下で定める.

πn(σi) = (i, i+ 1).

(2)絡み目全体の集合 {Link}への写像を Figure 2のように定める. σ ∈ Bnの像を σ̂と表し, これ
を σの閉包と呼ぶ.
(3)自然数のペア (n,m)に対して σn,m := (σ1 · · ·σn−1)

mと定める. これをトーラス型組み紐と呼
ぶ. (n,m)が互いに素なとき, σn,mの閉包は結び目になり, 一般的にトーラス結び目と呼ばれる.

Figure 3: トーラス型組み紐 σ5,3

(4)組み紐群の元 σが σe1
i1
· · ·σer

ir
と表されるとき, ε : Bn −→ Zを ε(σ) := e1 + · · ·+ erで定める.

(5)組み紐群の表現 βn,q : Bn −→ GL(Wn)を以下で定める.

βn,q(σi) := Ii−1 ⊕
(

1− q 1
q 0

)
⊕ In−i−1

ここで, Wnは n次元の複素ベクトル空間とし, qは複素パラメータとする. この表現 βn,qをBurau
表現と呼ぶ.

注 2.2.1. πn(σ) ∈ Snが長さ nのサイクルであるとき, σ̂の成分数は 1となり, 結び目となる.

Burau表現は,次のように自明表現と非自明な既約表現に分解される.

βn,q = 1⊕ βr
n,q.



ここで βr
n,q : Bn −→ GL(W r

n)は n− 1次元の表現であり, 被約 Burau表現と呼ばれる. βr
n,q の具

体的な定義は以下で与えられる.

βr
n,q(σi) :=



(
−q 1

0 1

)
⊕ In−3 (i = 1),

Ii−2 ⊕

 1 0 0

q −q 1

0 0 1

⊕ In−i−2 (i = 2, . . . , n− 2),

In−3 ⊕

(
1 0

q −q

)
(i = n− 1).

2.3 表現のゼータ函数とその具体例

有限集合上の力学系ゼータ函数の一般化として,「表現のゼータ函数」というものが考える. (G, ρ, V )
を C上の有限次元表現とするとき, g ∈ Gに関する表現 ρのゼータ函数を

ζ(s, g; ρ) := det(I − ρ(g)s)−1.

で定める. 次に表現のゼータ函数についていくつか具体例を挙げてみよう.

例 2.3.1. （置換表現 pn : Sn −→ GLn(Z)の場合）
この場合, Sn ≃ Aut(Xn)であることから, 有限集合Xn上の力学系ゼータ函数に一致する.つま
り, σ ∈ Snに対して

ζ(s, σ; pn) = ζσ(s,Xn)

が成り立つ.

例 2.3.2. （Burau表現 βn,q : Bn −→ GL(Wn)の場合）
σ ∈ Bnに対して定まるゼータ函数 ζ(s, σ : βn,q)は函数等式や（複素パラメータ qにある条件を課
すことで）リーマン予想の類似が成り立つ. さらに, σ̂が結び目であるとき, ゼータ函数の「留数
公式」は以下のようになる.

Res
s=1

ζ(s, σ;βn,q) = − 1

[n]q
∆σ̂(q)

−1.

ここで, ∆σ̂(q)は結び目 σ̂のAlexanber多項式であり, 結び目の古典的な不変量である. また [n]q
は q-整数であり,

[n]q :=
1− qn

1− q

で定義される.

例 2.3.3. （HOMFLY表現 τ
(N)
n,q : Bn −→ GL(V ⊗n

N )の場合）
VN をN 次元複素ベクトル空間（N ≥ 2）とし, その基底を {e0, e1, . . . , eN−1}とする. このとき
線形作用素R

(N)
q : V ⊗2

N −→ V ⊗2
N を次で定める.

R(N)
q (ei ⊗ ej) :=


qej ⊗ ei (i < j),

ei ⊗ ei (i = j),

ej ⊗ ei + (1− q)ei ⊗ ej (i > j).



R
(N)
q はYang-Baxter方程式を満たす. つまり

(R(N)
q ⊗ idVN

)(idVN
⊗R(N)

q )(R(N)
q ⊗ idVN

) = (idVN
⊗R(N)

q )(R(N)
q ⊗ idVN

)(idVN
⊗R(N)

q )

が成り立つ. したがって, τ
(N)
n,q (σi) := id

⊗(i−1)
VN

⊗ R
(N)
q ⊗ id

⊗(n−i−1)
VN

と定めることで組み紐群の表

現を得る. これを HOMFLY表現という. この表現に関してゼータ函数 ζ(s, σ; τ
(N)
n,q )が定義でき,

またその変形版を次で定める.

ζt(s, σ; τ
(N)
n,q ) := det(INn − τ (N)

n,q (σ)µN (t)s)−1

ここで µN (t) := diag(1, t, . . . , tN−1)と定める. σ̂が結び目であるとき, 対数微分の s = 0での値は,

d

ds
log ζq(s, σ; τ

(N)
n,q )

∣∣∣∣
s=0

= tr(τ (N)
n,q (σ) · µN (q)⊗n) = q

1
2
(N−1)(n−ε(σ)−1)[N ]qH

(N)
σ̂ (q).

となる. ここで H
(N)
σ̂ (q))は, 結び目 σ̂の N 階 HOMFLY多項式という. なお, N = 2のときは

Jones多項式と呼ばれる. 特に n = 3の場合, τ
(N)
3,q に関するゼータ函数は

ζ(s, σ; τ
(N)
3,q ) =

ζ(s, σ;β3,q)
(N−1)N(N+1)/3

(1− s)N
.

となり, Burau表現のゼータ函数のみで表すことができる. これは HOMFLY表現が岩堀-Hecke
代数の構造を持つことから従う.

さらに, HOMFLY表現 τ
(N)
n,q におけるゼータ函数の古典極限 q → 1は

lim
q→1

ζ(s, σ; τ (N)
n,q ) = ζπn(σ)(s,N

Xn)

となり, 力学系 (πn(σ), N
Xn)のゼータ函数となる.

3 B3の表現 ρ
(N)
3,q,tの構成

3.1 表現の構成

表現の構成方法について説明しよう. まずはB3の被約 Burau表現 βr
3,q を, パラメータ qを−tと

おき, 次のように書き直す.

βr
3,q(σ1) =

(
1 1
0 1

)(
t 0
0 1

)
, βr

3,q(σ2) =

(
1 0
0 t

)(
1 0
−1 1

)
.

続いて, βr
3,−tのN 階対称テンソル積表現 S(N)(β3,−t)を考える. 具体的に表すと

Sym(N)(βr
3,q)(σ1) =



(
N
N

) (
N

N−1

)
. . .

(
N
0

)(
N−1
N−1

)
. . .

(
N−1
0

)
. . .

...(
0
0

)




tN

tN−1

. . .

1

 ,

Sym(N)(βr
3,q)(σ2) =


1

. . .

tN−1

tN




(
0
0

)
...

. . .

(−1)N−1
(
N−1
N−1

)
. . . (−1)0

(
N−1
0

)
(−1)N

(
N
N

)
. . . (−1)1

(
N
1

)
(−1)0

(
N
0

)

 .



ここで, 各成分に現れる二項係数に対して(
n

m

)
7→ qt(m)

(
n

m

)
q

という q-変形を施す. t(m) := m(m−1)
2 で,

(
n
m

)
q
は q-二項係数といわれ, 以下で定める.(

n

m

)
q

:=

{
[n]q !

[m]q ![n−m]q !
, (0 ≤ m ≤ n)

0, (otherwise)
[n]q! :=

{
[n]q · [n− 1]q · · · [1]q (n > 0),

1 (n = 0).

こうして構成されたB3の表現（写像）を ρ
(N)
3,q,t : B3 −→ GL(Sym(N)(W r

3 ))と表すことにする.　

定義 3.1.1. B3の生成元 σ1, σ2に対して, 表現 ρ
(N)
3,q,tを以下で定める.

ρ
(N)
3,q,t(σ1)i,j := qt(N−j)

(
N − i

N − j

)
q

tN−j , ρ
(N)
3,q,t(σ2)i,j := (−1)i−jqt(j)

(
i

j

)
q

ti

ここで 0 ≤ i, j ≤ N である.

また, 以下の等式が成り立つ.

ρ
(N)
3,q,t(σ1)ρ

(N)
3,q,t(σ2)ρ

(N)
3,q,t(σ1) = ρ

(N)
3,q,t(σ2)ρ

(N)
3,q,t(σ1)ρ

(N)
3,q,t(σ2).

こうして, 次が成り立つ.

命題 3.1.1. ρ
(N)
3,q,tはB3の表現である.

この命題を含め, 今後ほぼ全ての計算で用いる補題をここで紹介する.

補題 3.1.1. n > 1に対し, 次が成り立つ。

(1 + z)(1 + qz) · · · (1 + qn−1z) =

n∑
k=0

qt(k)
(
n

k

)
q

zk,

1

(1 + z)(1 + qz) · · · (1 + qn−1z)
=

∞∑
l=0

(−1)l
(
n+ l − 1

l

)
q

zl.

4 一般化

4.1 ρ
(N)
n,q,tの構成

この章では, 4章で定めた表現 ρ
(N)
3,q,tを, Bnに対して一般化する. n = 3の場合と n ≥ 4の場合は

構成方法に注意する必要がある. 例えば n = 4の場合, σ1, σ3に対しては先ほどと同様に構成がで
きるが, σ2に対しては

βr
4,q(σ2) =

 1
1 1

1

 1
t

1

 1
−1 1

1


のように, 上三角行列, 対角行列, 下三角行列と, 3つに分解される. 対称テンソル積表現を考えた
ときには両端の行列の成分に二項係数が現れるが, どちらにも(

n

m

)
7→ qt(m)

(
n

m

)
q



という変形を行うと, 組み紐群の表現にならない. 組み紐群の関係式を満たすためには, 最初の行
列に関しては qt(m)を付けず, 最後の行列に関しては上の変形を施せばよい. これが表現になって
いることは後で述べることにする. まずは表現を定式化するために, いくつか記号を導入する.
被約 Burau表現 βr

n,q : Bn −→ GL(W r
n)において, W r

n の基底を {f1, f2, . . . , fn−1} とする.
Xn−1 := {1, 2, . . . , n− 1}とし, 集合 Irn(N)を次で定める.

Irn(N) := {(i1, i2, . . . , iN ) ∈ XN
n−1 | i1 ≤ i2 ≤ · · · ≤ iN}.

また, I = (i1, i2, . . . , iN ) ∈ Irn(N)に対して,

fI = fi1fi2 · · · fiN

と書くことにする. こうすることで, ベクトル空間 SymN (W r
n)の基底は {fI | I ∈ Irn(N)}と表す

ことができる. SymN (W r
n)上の線形作用素Aにより, fI 7→

∑
J AI,JfJ となるときAI,J を作用素

Aの (I, J)-成分と呼ぶ. さらに, I の中に含まれる l ∈ Xn−1の個数をNl(I)と表すことにする. こ
うして ρ

(N)
n,q,tは計算することで以下のように統一的に定義できる.

定義 4.1.1. 1 ≤ i ≤ n− 1に対して表現 ρ
(N)
n,q,tは次のように定義できる.

ρ
(N)
n,q,t(σi)I,J := (−1)Ni−1(I)−Ni−1(J)qt(Ni(J))

(
Ni(I)

Ni(J)

)
q

(
Ni(I)−Ni(J)

Ni+1(J)−Ni+1(I)

)
q

tNi(I)+Ni+1(I)−Ni+1(J)χi(I, J).

ここで,

χi(I, J) :=

1 Nk(I) = Nk(J), (k ̸= i− 1, i, i+ 1)

0 otherwise.

ただし, i ̸∈ Xn−1であるとき, Ni(I) = 0とする.

命題 4.1.1. ρ
(N)
n,q,tは組み紐群Bnの表現である.

証明方法は, 組み紐の関係式

ρ
(N)
n,q,t(σi)ρ

(N)
n,q,t(σj) = ρ

(N)
n,q,t(σj)ρ

(N)
n,q,t(σi) (|i− j| > 1),

ρ
(N)
n,q,t(σi)ρ

(N)
n,q,t(σi+1)ρ

(N)
n,q,t(σi) = ρ

(N)
n,q,t(σi+1)ρ

(N)
n,q,t(σi)ρ

(N)
n,q,t(σi+1) (i = 1, 2, . . . , n− 2)

を満たすことを示せばよい. 可換性は比較的容易だが, 2番目の関係式は計算が煩雑なので, 割愛
させていただく.

4.2 ゼータ函数の明示公式とその応用

この表現に付随するトーラス型の組み紐のゼータ関数は以下で与えられる.

定理 4.2.1. 互いに素な自然数のペア (n,m)に対して, 以下が成り立つ.

ζ(s, σn,m; ρ
(N)
n,q,t) = ζ((−t)mNq

2mt(N)
n s, cn; Sym

(N)prn)

ここで, cn ∈ Snは長さ nのサイクルで, prnは対称群Snの (n− 1)次元既約表現である.

この定理の証明のためにいくつかの補題を紹介する.



補題 4.2.1. K ∈ Irnに対して, Si(K) := N1(K) +N2(K) + · · ·+Ni(K)とおく. このとき

ρ
(N)
n,q,t(σn,1)I,J = tNqt(N)

n−2∏
k=1

(−1)Nk(J)q−Nk(J)

(
Nk+1(I)

Nk(J)

)
q−1

q−(N−Sk+1(I))Nk(J).

となる.

定義 4.2.1. 1から n− 1までの数と黒丸をmだけずらした次のような配列を考える.[
1 2 · · · m− 1 m m+ 1 · · · n− 1 •

n−m+ 1 n−m+ 2 · · · n− 1 • 1 · · · n−m− 1 n−m

]
.

これをm-シフト配列と呼ぶ. この配列の上段は Iに,下段は J に対応している. また, 黒丸を除く
上下のペア (1, n−m+ 1), · · · (m− 1, n− 1), (m+ 1, 1) · · · , (n− 1, n−m− 1)の集合を P(n,m)
と記す. これを用いて次を定める.

Sn,m(q; (I, J)) :=
∏

(i,j)∈P(n,m)

qt(Nj(J))

(
Ni(I)

Nj(J)

)
q

.

さらに, I, J に対して定まる次のような数列を考える.

a(I, J) :=
∑
i>j

Ni(I)Nj(J),

an,m(I, J) :=
∑

(i,j)∈P(n,m)

Ni(I)Nj(J)−Nn−m+1(J), (1 ≤ m ≤ n− 1),

bn,m(I, J) :=

m∑
l=1

an,l(I, J).

これらの記号を用いて, ρ
(N)
n,q,t(σn,m)は次のように表すことができる.

補題 4.2.2. 1 ≤ m ≤ n− 1に対して, 以下が成り立つ.

ρ
(N)
n,q,t(σn,m)I,J = (−t)mN (−1)Nn−m(J)qt(N)Sn,m(q−1; (I, J))qbn,m(I,J)−a(I,J).

右辺を P
(m)
I,J とおく. m = 1のときは明らかに

ρ
(N)
n,q,t(σn,1)I,J = P

(1)
I,J

なので, 1 ≤ m ≤ n− 2に対し ∑
K

P
(m)
I,K P

(1)
K,J = P

(m+1)
I,J

が成り立つことを示せば十分であるが, 計算が非常に複雑なのでここでは省略する.　
この補題から, ρ

(N)
n,q,t(σn,n)は

ρ
(N)
n,q,t(σn,n)I,J = (−t)nNq2t(N)δI,J

と計算でき, 定理 4.2.1が証明される.
定理の系として, 次の恒等式を得ることができる.



系 4.2.1. n ≥ 3と, 2以上の自然数N に対して, 以下が成り立つ.

∑
λ1+λ2+···+λn−1=N

(−1)λn−1qt(λn−1)+λ2
1+λ2

2+···+λ2
n−2

(
λ2

λ1

)
q

(
λ3

λ2

)
q

· · ·
(
λn−1

λn−2

)
q

=


qk(nk−1) (N = nk)

−qk(nk+1) (N = nk + 1)

0 (otherwise)

さらに, 次のようなトレース母関数を考える.

Zq,t(s, σ) := 1 +

∞∑
N=1

tr ρ
(N)
n,q,t(σ)s

N

この函数は ρ
(N)
n,q,tの構成方法とMacMahon Master定理からただちに次が成り立つ.

lim
q→1

Zq,t(s, σ) = ζ(s, σ;βr
n,−t).

つまり, Zq,t(s, σ)は ζ(s, σ;βr
n,−t)の q-変形になっている. さらにトーラス型の場合, 次が得られる.

系 4.2.2. σn,1の場合,　以下がな成り立つ.

lim
t→1

Zq,t(1, σn,1) = 1 +
∏

k≡0,±(n−1) ( mod 2n)

(1− (−q)k).

が成り立つ.
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