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Abstract. 本稿では主に GL2 上の genericな既約許容表現に対して定まる Asai表
現が主題である. Asai表現に対して L関数, 及び, epsilon因子と呼ばれる不変量が定
義できるが, この不変量には 3つの異なる定義が存在する. それらの定義は全く異な
る文脈でなされるため, それらの比較は重要な問題である. 今回, 筆者は定義の異なる
epsilon因子ら同士の明示的な関係式を与えたので, その結果について概説したい.

1. Asai表現に付随する L関数, 及び, epsilon因子の定義

ここでは Asai表現に付随する L関数, 及び, epsilon因子について復習する. まず,
Rankin-Selberg積分を用いた定義を詳しく述べた後に, 他の定義を簡単に紹介し, それ
らの定義間に関係性について述べる. 1つ注意として, Asai表現は Langlands対応に
よってGalois側で明示的に定義されるため, 保型表現を主に取り扱う本稿ではAsai表
現と呼ばれる表現は現れず, その L関数と epsilon因子のみが定義される形となる. 以
下においては pを素数として, F をQpの有限次拡大とする.

1.1. Rankin-Selberg積分を用いた定義について. EをF 上の 2次半単純代数とする,
すなわち, EはF の 2次拡大体かF ˆF である. E “ F ˆF である時, F を対角埋め込
みによってEの部分体とみなす. ϖF P F をF の素元として 1つ固定する. Eが体の時
は, ϖE P EをEの素元として 1つ固定する. | ¨ |F をF の p進絶対値とし, |ϖF |F “ q´1

と正規化する. ここで qは F の剰余体の位数である. | ¨ |Eを |NE{F p¨q|F によって定義
する. NE{F は Eˆから Fˆへのノルム写像である. 以下では, ξ P Eˆを trE{F pξq “ 0
なるものとして 1つ固定する.
πをGL2pEqの無限次元既約許容表現として中心指標を ωとする. ここで, 表現 πが

許容表現であるとは, 任意の開コンパクト部分群K Ă GL2pEqに対して, πのK不変
部分空間 πK が有限次C線形空間であり, さらに,

π “
ď

K:開コンパクト部分群

πK

が成立するものを指す.
ψ : F Ñ Cˆを加法的な非自明連続準同型とする. さらに,

ψξ : E ÝÑ Cˆ; x ÞÑ ψptrE{F pξxqq

と定義する.
W pπ, ψξqを π, 及び, ψξ に付随するWhittaker模型とする. すなわち, W pπ, ψξqは

GL2pEq上の連続関数fであって次の性質を満たすもの全体の集合である: 任意のu P E
と g P GL2pEqに対して

f

ˆˆ

1 u
0 1

˙

g

˙

“ ψξpuqfpgq



が成立し, さらに, ある開コンパクト部分群K Ă GL2pEqが存在して, 任意の k P Kと
g P GL2pEqに対して

fpgkq “ fpgq

が成立する.
SpF 2qを F 2上の Bruhat-Schwartz関数 (局所定数かつ supportコンパクトな関数)

全体とする. 任意の Φ P SpF 2qとW P W pπ, ψξqに対して s P Cの関数を次のように
定義する (このような形の積分を総称してRankin-Selberg積分と呼ぶ):

Zps,W,Φq :“

ż

UpF qzGL2pF q

W pgqΦpp0, 1qgq | detpgq|sF dg.(1.1)

ここで UpF qはGL2pF qの冪単かつ上三角行列全体であり, dgはGL2pEqの不変測度
で volpGL2pOF q, dgq “ 1を満たすものとする. Zps,W,Φqは Repsqが十分に大きい時
にこの積分は絶対収束し複素平面全体に有理型関数として解析接続される. より詳し
くは, Zps,W,Φqは Crqs, q´ssの商体の元となる. Zps,W,Φqらによって生成される C
線型空間はCrqs, q´ssの分数イデアルになっており, さらに 1を含むことが確かめられ
る. 従って, ある多項式 P pXq P CrXsかつ P p0q “ 1なるものが存在して, P pq´sq´1が
その分数イデアルの生成元となる ([Fl93, Appendix, Theorem]).
まず, Asai表現に付随する L関数 (Asai L関数)LRSps,Asπqをこの生成元によって

定義する:

LRSps,Asπq :“
1

P pq´sq
.

より一般に任意の指標 χ : Fˆ Ñ Cˆに対して

LRSps,Asπ b χq :“ LRSps,Aspπ b rχqq

と定義する. ここで, rχ : Fˆ Ñ Cˆは

rχ|Fˆ “ χ.

を見たす Eˆ の指標である. この定義は rχの選択に依存しないことに注意する. こ
の C上の有理型関数は次の関数等式を満たす ([Fl93, Appendix, Theorem]): 任意の
W P W pπ, ψξqに対して

Zp1 ´ s,W b χ´1ω´1, pΦq

LRSp1 ´ s,Asπ_ b χ´1q
“ εRSps,Asπ b χ, ψ, ξq

Zps,W b χ,Φq

LRSps,Asπ b χq
.(1.2)

ここで, π_は πの双対表現であり, π, ψ, 及び, ξのみから定まる数 c P Cˆとm P Zが
存在して

εRSps,Asπ b χ, ψ, ξq “ cq´ms,

が成り立つ. また

pΦpx, yq :“

ż

FˆF

Φpu, vqψpuy ´ vxq du dv

と定義する. ここで, du dvは F ˆ F Ñ C; px, yq ÞÑ ψpx ` yqに関する自己双対的な不
変測度である. すなわち

p

pΦpx, yq “ Φpx, yq

が成立する.



注意 1.1. E “ F ˆF の時, ξ “ pξ0,´ξ0qとして π “ π1 bπ2とする. ここで, πiGL2pF q

の中心指標が ωiとなる genericな既約表現である. この時, このAsai L関数は Jacquet
により定義された [Jac72, Theorem 14.8, (1)]における古典的なRankin-Selberg 局所L
関数と一致する. epsilon因子については εRSと [Jac72, Theorem 14.8, (3)]において定
義されたものは

εRSps,Asπ, ψ, ξq “ ω2p´1qωpξ0q|ξ0|2s´1
F εps, π1 ˆ π2, ψq

“ ωpξq|ξ|
s´1{2
E εps, π1 ˆ π2, ψq

なる関係にある. ここで右辺の εps, π1 ˆ π2, ψqが [Jac72, Theorem 14.8, (3)]において
定義されたものである.

1.2. Asai表現の L関数, 及び, epsilon因子の別の定義について. 最初に述べたよう
に, Asai L関数にはRankin-Selberg積分を用いた定義以外にも 2つ異なる定義が存在
する. まず 1つは Langlands-Shahidi法 ([Sha90])と呼ばれる簡約代数群上定義される
繁絡作用素を用いた定義があり, Eが体の時は, Up2, 2qに対して, EがF 2の時は, GL4

に対して Langlands-Shahidi法を適用することにより, L関数と epsilon因子が得られ
る. これによって定義されたものを

LLSps,Asπq,

εLSps,Asπ, ψq.

と書く. もう 1つは, ρをLanglands対応によって定まるπに対応したEのWeil-Deligne
群の表現とした時, ρの乗法的誘導表現 ([Pra92, Section 7])から定義されるL関数, 及
び, epsilon因子である. これらを

LGalps,Asπq,

εGalps,Asπ, ψq.

と書く.
異なる定義間の関係性について述べる. まず, L関数については, Eが体の時, LRS,

LLS, そして, LGal は全て一致することが, [Hen10, Section 1.5, Théorème], [Mat09,
Theorem 1.3], 及び, [AR05, Theorem 1.6]の一連の結果によって証明されている. E “

F 2の時はそれらが一致することは古典的な結果である. 従って, これらを

Lps,Asπq :“ LRSps,Asπq “ LLSps,Asπq “ LGalps,Asπq.

と書くことにする.
epsilon因子については, Eが体の時は, Krishmarthy ([Kri03])によって, Langlands-

Shahidi法を用いたものと, Weil-Deligne群の表現から定まるものが一致することが示
されている. 従って, 以下では

εps,Asπ, ψq :“ εLSps,Asπ, ψq “ εGalps,Asπ, ψq

とする. E “ F 2の時は, epsilon因子の明示的な関係式は Jacquet ([Jac72, Corollary
19.16]), 及び, Shahidi ([Sha84, Theorem 5.1.]によって得られている.
筆者は, E が体の時に, epsilon因子について Rankin-Selberg積分を用いた定義と,

Weil-Deligne表現を用いた定義との間の明示的な関係式を証明した. それについて次
章で説明する.



2. epsilon因子同士の明示的な関係式について

この章では筆者の主結果と証明の概略を紹介する. 記号は前章と同様とする. 主結
果は以下の通りである.

定理 2.1. F をQp上有限次拡大とする. EをF 上の半単純 2次代数とする. πを無限次
元既約許容表現として中心指標を ωとする. ψ : F Ñ Cˆを加法的指標として ξ P Eˆ

を trE{F pξq “ 0満たす元とする. この時, 次が成立する:

ω´1pξq |ξ|
´s`1{2
E λE{F pψq εRSps,Asπ, ψ, ξq “ εps,Asπ, ψq

ここで, λE{F pψqは Langlands定数と呼ばれるもので, Eが体の時は, E{F に対応する
2次指標の root numberであり, E “ F 2の時は 1である.

証明の概略について述べる. 技術的に鍵となるのは次の εRSの乗法性である:

定理 2.2. µ, ν : Eˆ Ñ Cˆを指標として. πを主系列表現 πpµ, νqとする. この時, 次が
成立する:

εRSps,Asπ, ψ, ξq “ νp´1qεps, µ|Fˆ , ψqεps, ν|Fˆ , ψqεps, µνσ, ψξq.

この定理の帰結として, πが主系列表現,及び,特別表現の時に,定理 2.1が従う. 定理
2.2の証明は, εRSps,Asπ, ψ, ξqの定義に立ち戻り, 良いWhittaker関数W P W pπ, ψξq,
及び, Bruhat-Schwartz関数Φを見つけて関数等式 (1.2)の両辺を明示的に計算をする
ことによる.
従って, GL2の許容表現に関する Langlands分類により, 問題は πが超尖点形式の

場合に帰着される. 重要な事実として, 大域的な epsilon因子については, Asai表現の
modularity, 及び, L関数の一致によって, 異なる定義から定まる大域的 epsilon因子の
一致する. 従って, πを大域的な保型表現に持ち上げることで証明が完結する.

注意 2.3. 筆者は主に非アルキメデス的な状況を考察したが, アルキメデス的な類似と
して, 2次拡大C{Rに関するAsai L関数, 及び, epsilon因子を同様のRankin-Selberg
積分を用いて定義し, それらがWeil-Deligne群の表現との比較を考察するというもの
がある. これについては, 共同研究者のCheng氏により同様の結果が得られている.

注意 2.4. 最後に本結果の応用 (動機)について簡単にコメントをしておく. 本研究は
筆者が “肥田族に沿う捻れ 3重積 p進 L関数”を構成するという問題に取り組んでい
る際に現れたものである. この問題において, 市野氏によって証明された公式 ([Ich08])
を計算する必要があったが, その計算結果として, Piatetski-Shapiro-Rallisによる 3重
積保型表現の epsilon因子や, 本稿で詳説したRankin-Selberg積分を経由して定義され
たAsai epsilon因子が現れる. Piatetski-Shapiro-Rallisによる 3重積保型表現の epsilon
因子が対応するWeil-Deligne表現のものと一致するのかというのも重要な問題である
が, Piatetski-Shapiro-Rallisによるものは今回詳説したRankin-Selberg積分によるAsai
epsilon因子と関係付くことが証明できる (共同研究者Chen氏による). 一方で, p進L
関数はWeil-Deligne群の表現から定まる種々の不変量との相性が良いという事情があ
り, 本研究結果は p進 L関数の構成の際に現れる計算結果をWeil-Deligne群の表現か
ら定まる不変量で表示したいという動機に基づくものである.
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