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概要

Brauer 群は, 体や環, より一般にスキームに対して定義される不変量の一つで, 整数論や幾何的な問

題にも応用をもつことが知られている. Brauer 群の元を記述する方法のひとつとして, シンボル (ノ

ルム剰余記号)があり, Chernousov–Guletskǐı は楕円曲線の Brauer 群の 2-ねじれ部分群をシンボル

で記述する研究を行った. 本稿では, 対角的 3次曲線の Brauer 群の 3-ねじれ部分群について, 彼らの

手法を用いた類似の計算によりこれまでに得られた結果を報告する. それに先立ち, 体の Brauer 群と

そのシンボルによる表示, 代数多様体の Brauer 群についても解説する.

1 体の Brauer 群

代数多様体の Brauer 群が本稿の主題であるが, その準備として, 体の Brauer 群について概観してお

く. 体の Brauer 群についての詳細は, 例えば, [21], [33] などを参照のこと.

1.1 中心的単純環と Brauer 群

K を (可換)体とする. 「何らかの代数的構造を分類すること」は代数学におけるひとつの問題意識とし

て挙げることができるだろう. 例えば, 体の Galois 理論とは, K 上の拡大体のありようが, (絶対) Galois

群という群により捉えられることを主張するものであった. K 上の半単純環を分類する問題を考えると

き, Wedderburn [32, p.94] によれば, それは, 中心的単純環, あるいは斜体 (可除代数)を分類する問題に

帰着される. ここで, K 上の中心的単純環とは, K 上の有限次元代数 A で, 単純 (=両側イデアルは自明

なもののみ)かつ中心的 (= A の中心が K に等しい)なものをいう. K 上の中心的単純環の K-同型類の

集合を CSA(K) と書くことにする. 再びWedderburn [32, Theorem 22, 23] によれば, K 上の中心的単

純環 A に対して, 正整数 n と K 上の斜体 D (これは K 上中心的となる)が同型を除いて一意的に存在

して, A ∼= Mn(D) となる. そこで, CSA(K) 上の同値関係 (森田同値)を

A ∼ B
def⇔ ∃n ≥ 1∃m ≥ 1∃D : K 上の斜体 s.t. A ∼= Mn(D), B ∼= Mm(D)

により定義すると, 商集合 Br(K) := CSA(K)/ ∼ には K 上のテンソル積によって, 群構造が入ることが

わかる (cf. [33, p.49]). この群を体 K の Brauer 群とよぶ. 定義より Br(K) の各類の代表元としては,

K 上の中心的斜体がとれるから, Br(K) とはいわば「K 上の中心的斜体の分類空間に群構造を入れたも

の」である.
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例 1.1. いくつかの体に対して, その Brauer 群を紹介する. 証明については, 例えば, [33]を参照せよ.

(1) Br(R) = {[R], [H]} ∼= Z /2Z. ここで, H は

H = R⊕R i⊕ R j ⊕ R k, i2 = j2 = −1, ij = k = −ji

により定義される R 上 4次元の斜体で, ハミルトンの四元数体と呼ばれる.

(2) 代数閉体や有限体 K に対して, Br(K) = 0.

(3) p 進体 Qp（Q の p 進距離による完備化）に対して, Br(Qp) ∼= Q /Z.

1.2 ノルム剰余記号

Brauer 群を記述する上で, その Galois コホモロジーによる表示は重要な役割を果たす. K の分離閉

包 K をひとつ固定し, GK := Gal(K/K) とおく. このとき, 自然な同型 Br(K) ∼= H2(GK ,K
×
) が

存在する ([21, p.351]). これより, Br(K) はねじれ群であることがわかるが, その n-ねじれ部分群を

nBr(K) := Ker(Br(K)
n→ Br(K)) と書く. Kummer 系列を考えることにより, nBr(K) ∼= H2(K,µn)

であることが分かる. ここに, µn は 1の n 乗根全体のなす乗法群である.

ノルム剰余記号による Brauer 群の記述について述べよう. 以下, n を正整数とし, K の標数は 0 また

は, n と互いに素であるとする. また, µn ⊂ K とし, 1の原始 n乗根 ζ をひとつ固定しておく. これによ

り, (自明な) GK-加群の同型 µn
∼= Z /nZ が定まる.

Kummer 理論によれば, Galois コホモロジーの連結準同型 δ : K× → H1(GK , µn) は同型

K×/(K×)n ∼= H1(GK , µn) を導く ([21, p.344]).（全射性は, 体の言葉でいえば, K 上の n 次巡回拡大は

すべて ある K の元の n 乗根を添加することによって得られるものであるということを意味する）.

また, カップ積と, 先に述べた同型 µn
∼= Z /nZ を通じて, 準同型

H1(GK , µn)⊗Z H1(GK , µn)
∪→ H2(GK , µ⊗2

n ) ∼= H2(GK , µn) ∼= nBr(K)

が得られる. δ とこれを合成することにより得られる写像

(·, ·)n,ζ : K× ⊗Z K× → nBr(K)

や, それにより表された元 (a, b)n,ζ をノルム剰余記号, または単にシンボルとよぶ. 以下, ζ が予め固定さ

れているなど明らかな場合には, シンボルの添字 ζ を書かないことにする.

定義 1.2. K を体とする. 群 K× ⊗Z K× の a⊗ (1− a) (ここに, a, 1− a ∈ K×) で生成される部分群に

よる剰余群を K の (2次) Milnor K-群とよび, KM
2 (K) で表す.

ノルム剰余記号について, 次のことが知られている:

命題 1.3. (1) (Tate (cf. [21, Theorem 6.4.2.])) ノルム剰余記号は KM
2 (K) を経由する.

(2) (Merkurjev-Suslin [19]) ノルム剰余記号は, 同型KM
2 (K)/nKM

2 (K) ∼= nBr(K) を導く.

これにより, 任意の nBr(K) の元は, シンボル (a, b)n,ζ たちの和として表示できることが分かる. すべ

ての元がひとつのシンボルで書き表せるか, あるいは, どれくらいのシンボルを用いれば, nBr(K) を生成

できるのか, ということは, 一般には考察すべき問題として残っている.



1.3 例: Hasse-Minkowski の定理

Brauer 群とそのシンボル表示について, 一つの例を見よう. Q 上の 3 変数 2 次形式に関する Hasse-

Minkowski の定理は次のようなものであった. 以下, R = Q∞ とかく.

命題 1.4. a, b ∈ Q× とし, f = ax2 + by2 − z2 とおく. このとき, 次の条件は同値である:

(a) f は Q において非自明な零点をもつ.

(b) f は すべての Qp と Q∞ において非自明な零点をもつ.

証明は例えば [33] や [26] を見よ. [33] でも述べられているように, この定理は, Brauer 群の言葉で解

釈することができる. まず, 先にでてきた H の一般化として, K = Q,Qp,Q∞ (一般に標数が 2と異なる

体であればよい)と a, b ∈ K に対して,(
a, b

K

)
= K ⊕Ki⊕Kj ⊕Kk, i2 = a, j2 = b, ij = k = −ji

により, 四元数環を定義することができる. これは CSA(K) の元を定める. この四元数環について, 次の

ことが知られている ([33]):

命題 1.5. (1)

(
a, b

K

)
が定める Br(K) の元はシンボル (a, b)2 に等しい.

(2) f が K において非自明な零点をもつ ⇔ (a, b)2 = 0 ∈ Br(K).

一般に, 体の拡大 L/K があれば, CSA(K) → CSA(L);A 7→ A⊗K L により, 準同型 Br(K) → Br(L)

が導かれる. 命題 1.5 によれば, Hasse-Minkowski の定理は次の Brauer 群に関する次の写像の単射性

（局所大域原理）を述べるものに他ならない:

2Br(Q) →
⊕

p:素数または ∞
2
Br(Qp).

注意 1.6. (1) 終域の p に関する部分が直積でなく, 直和になることは自明ではない.

(2) 今は, 2-ねじれ部分群のみを考えたが, この準同型の単射性は, Br(Q) 全体を考えても正しく, また,

その準同型の余核も知られている. さらに, Q に限らず, 任意の代数体に対しても, すべての有限

素点, 無限素点に関する和を考えることによって, この結果は一般化される (例えば, [21, Theorem

8.1.17]).

(3) 実素点を持たないような代数体 K の場合, この結果は, 1 次元の算術的スキーム X = SpecOK

(OK は K の整数環)の加藤ホモロジー KH1(X,Z /2Z) の自明性に対応するものであり, より高

次元の算術的スキーム X に対しても類似の局所大域原理の成立が予想されている (加藤予想, 詳し

くは, [14], [24] などを参照.)

2 代数多様体の Brauer 群

ここでは, 代数多様体の Brauer 群の定義と, それらの計算例, とくに, 本研究の先行研究である

Chernousov-Guletskǐı [4] の結果について紹介する. 代数多様体の Brauer 群についての詳細は, [10],

[11], [12], [20] などを参照のこと.



2.1 代数多様体の Brauer 群

体上の中心的単純環がどれくらいあるのか, という問題意識から体の Brauer群が生じたが, 環や代数多

様体 (スキーム)上でも類似の構造がどれくらいあるのかを考察することは自然な流れであろう. 東屋によ

る局所環上の「中心的単純環」(現在では東屋代数と呼ばれている)の研究 [2]を経て, Grothendieck の一

連の論文 [10], [11], [12]において, 代数多様体 X の Brauer群 BrAz(X)が定義された. 一方, 体の Galois

コホモロジーの, 代数多様体に対する類似物としてエタールコホモロジーが構築され, H2(GK ,K
×
) に対

応するものとして, その文脈では自然に (コホモロジカル) Brauer 群 H2
ét(X,Gm) が定義される.

注意 2.1. 2つの定義について, いくつか補足をしておく.

(1) この 2 つを比較するような文脈では, コホモロジカル Brauer 群は H2
ét(X,Gm) のねじれ部分群

H2
ét(X,Gm)tor として定義されることが多い. なお, 正則なスキームであれば, H2

ét(X,Gm) 自体が

ねじれ群となることが知られている ([11, Corollarie 1.10]).

(2) 一般に単射準同型 BrAz(X) → H2
ét(X,Gm) が存在する ([20, IV, Theorem 2.5.]).

(3) BrAz(X) と H2
ét(X,Gm)tor が同型になるための条件としては, 例えば, Gabber による結果が知ら

れている (de Jong によるプレプリント [8] 参照).

本稿では, 後者の群について考察したい:

定義 2.2. X を代数多様体 (スキーム)とする. Br(X) := H2
ét(X,Gm) を X の Brauer 群とよぶ.

体 K 上の連結な非特異代数多様体 X に対して, その関数体を K(X) と書くことにする.

Grothendieck [11, Corollarie 1.10.] によれば, Br(X) から Br(K(X)) には自然な単射が存在し, した

がって, 代数多様体の Brauer 群は体の Brauer 群の部分群として捉えることができる. しかしながら, ど

のような部分群であるかについては, 一般にはわかっていないことが多く, 興味ある研究対象である. 以

下, いくつかの代数多様体 X に対し, その Brauer 群 Br(X) の具体的記述に関する結果を紹介したい.

π : X → SpecK を構造射とするとき, π∗ : Br(K) → Br(X) が誘導される. X(K) ̸= ∅ のときには,

π∗ は単射となることに注意する. これにより, Br(K) を Br(X) の部分群とみなす.

2.2 対角的 3次曲面の Brauer 群

K を体とし, b, c, d ∈ K× とする. Xb,c,d を 斉次方程式 x3 + by3 + cz3 + dw3 = 0 で定義される P3
K

内の曲面とし, これを対角的 3次曲面とよぶ. [18], [5], [7], [30] などにおいて, Xb,c,d の Brauer 群の構造

や記述が調べられている.

命題 2.3. K を標数が 3と異なる体とし, µ3 ⊂ K とする. 1の原始 3乗根 ω を固定する. f, g ∈ K(X)×

を

f :=
x+ ωy

x+ y
, g :=

x+ z

x+ y

とおく. このとき, 次が成り立つ:

(1) (cf. [5, Proposition 1]) Br(X1,1,1) = Br(K).



(2) ([18, §45]) d /∈ (k×)3 とすると, Br(X1,1,d) = Br(K)⊕ (Z /3Z)(d, f)3 ⊕ (Z /3Z)(d, g)3.
(3) ([30, Theorem 4.1], cf. [7]) c, d, cd, d/c /∈ (K×)3 とすると, Br(X1,c,d) = Br(K) ⊕

(Z /3Z)(d/c, f)3.
(4) ([5, Proposition 1], [30, Theorem 5.1])「一般の」Xb,c,d に対しては, Br(Xb,c,d)/Br(K) ∼= 0 また

は Z /3Z.

注意 2.4. (1) これらの結果は, 対角的 3次曲面 X の Brauer 群 Br(X) を X := X ×K K の Picard

群 Pic(X) の Galois コホモロジーH1(GK ,Pic(X)) を用いて記述することによって本質的に得ら

れるものである. これは, あとで紹介する主結果においても用いられる手法であるので, 詳しくは,

上に挙げた論文や, 本稿の §3.2 を参照されたい.

(2) µ3 ̸⊂ K の場合にも Br(Xb,c,d) をシンボルの余制限写像による像, というかたちで記述する結果が

知られている ([7, Proposition 2.1.], [25, Proposition 4.2.6] など参照).

(3) (4) については, どちらの場合も起こりうる. また, Br(Xb,c,d)/Br(K) ∼= Z /3Z の場合に, Z /3Z
の生成元を, (2) や (3) のように b, c, d を用いたシンボルでは書き表せないことが知られている

([30, Corollary 5.3]).

他の代数多様体に関する結果や Brauer 群の応用について, いくつか注意をしておく.

注意 2.5. (1) Br(X)/Br(K) := Cokerπ∗ とおく. より一般の 3 次曲面に対しても, Br(X)/Br(K)

の取りうる群構造については, Swinnerton-Dyer [29] により研究されており, 0, Z /2Z,
Z /2Z⊕Z /2Z, Z /3Z, Z /3Z⊕Z /3Z のいずれかに同型であることが知られている.

(2) この他に, アフィン対角的 2次曲面 ([31])や対角的 4次曲面 ([3]), 2次曲線束 ([28])などについて

も, Brauer 群のシンボルによる表示が考察されている. また, 標数 0 の体上の 3 次元以上の非特

異な完全交叉 (例えば, 超曲面など)に対しては, Br(X) = Br(K) となることが知られている ([23,

Proposition A.1]). 一般の高次元多様体については, 有理性問題などとの関係もあり, 多くの研究

がなされている (例えば, [1], [6], [22] などを参照).

(3) 代数体 K 上の代数多様体 X に対し, Manin [17] は Brauer 群 Br(X) を用いて, 現在では Brauer-

Manin 障害と呼ばれている集合を構成した. これは, 定義から有理点集合 X(K) を含んでおり, し

たがって, すべての K の完備化 Kv に対し, X(Kv) ̸= ∅が成り立っているような X について, こ

の Brauer-Manin 障害が空集合であることを示すことで, 局所大域原理の反例を構成することがで

きる. 例えば, 論文 [5] では,この障害を用いた, Q 上の対角的 3次曲面の局所大域原理の反例構成

がなされている.

2.3 楕円曲線の Brauer 群の 2-ねじれ部分

Chernousov–Guletskǐı は論文 [4] において, 3 次の分離多項式 f(x) ∈ K[x] を用いて, アフィン方程式

y2 = f(x) で定義された楕円曲線 E/K について, その Brauer 群の 2-ねじれ部分群をシンボルによって

書き表す研究を行った. 以下, K は標数が 2と異なる体とし, f(x) = (x− a)(x− b)(x− c) とする（a, b, c

は相異なる K の元）.

注意 2.6. 論文 [4] においては, 3次多項式 f(x) が 1次式と 2 次式の積になる場合, K 上既約な場合につ

いても, 考察されている.



彼らの結果は次のようなものである:

定理 2.7 ([4], Theorem 3.6). K を標数が 2 と異なる体, a, b, c を相異なる K の元, E を y2 =

(x− a)(x− b)(x− c) で定義されるK 上の楕円曲線とする. このとき

2Br(E) = 2Br(K)⊕ ⟨(r, x− b)2, (s, x− c)2 | r, s ∈ K×⟩

であり, さらに, (r, x− b)2 + (s, x− c)2 = 0 となるのは, r, s ∈ (K×)2 であるとき以外では, 以下の 3つ

の場合に限る:

(i) (u− c, x− b)2 + (u− b, x− c)2. (u ∈ K は (u, v) ∈ E(K) となる v ∈ K× が存在するような元)

(ii) (b− c, x− b)2 + ((b− c)(b− a), x− c)2.

(iii) ((c− a)(c− b), x− b)2 + (c− b, x− c)2.

3 対角的 3次曲線の Brauer 群の 3-ねじれ部分

3.1 主結果

対角的 3 次曲線 C : ax3 + by3 + cz3 = 0 の Brauer 群の 3-ねじれ部分群を, §2.3 で紹介した
Chernousov–Guletskǐı の結果の証明手法を利用して計算した結果を紹介する. 最終的には任意係数で考

察することを目標としているが, 現時点では Fermat 曲線, すなわち a = b = c = 1 の場合についてのみ,

結果を述べる. とくに, Fermat 曲線は有理点 (−1 : 1 : 0) をもつので, 楕円曲線であることに注意する.

まず, 体 K が µ3 を含む場合には, 次のような結果を得た. なお, この結果は, [34] においても報告した

ものである. 以下, 1の原始 3乗根 ω ∈ K をひとつ固定しておく.

定理 3.1. K を標数が 3と異なる体とし, µ3 ⊂ K とする. E を x3 + y3 + z3 = 0 で定義される K 上の

3次フェルマー曲線とする. f, g ∈ K(E)× を次のように定める:

f :=
x+ ωy

x+ y
, g :=

x+ z

x+ y
.

このとき, 以下が成り立つ:

3Br(E) = 3Br(K) + ⟨(a, f)3, (b, g)3 | a, b ∈ K×⟩.

Manin が考察した X1,1,d 型の対角的 3次曲面は, w = 0 という平面切断により, 楕円曲線 E を閉部分

多様体として含んでおり, そこから誘導される Br(X1,1,d) → Br(E) によって, Br(E) の元を得ることが

できるが, 定理 3.1によれば, この d を動かすことによって, 3Br(E) のすべての元が生成できるというこ

とがわかる.

K が µ3 を含まない場合には次の結果を得た. L = K(ω) とおく. これは, K の 2次拡大であり, その

Galois 群 Gal(L/K) の生成元を σ とおく. また, Brauer 群の間に coresL/K : Br(EL) → Br(E) が導か

れる. ここに, EL := E ×K L は E を L に係数拡大したものである.

定理 3.2. K を標数が 3と異なる体とし, µ3 ̸⊂ K とする. E を x3 + y3 + z3 = 0 で定義される K 上の

3次フェルマー曲線とする. f, g ∈ L(E)× を次のように定める:

f :=
x+ ωy

x+ y
, g =

x+ z

x+ y
.



このとき, 以下が成り立つ:

3Br(E) = 3Br(K) + ⟨coresL/K((a · σa, f)3 + (a/σa, g)3) | a ∈ L×⟩.

3.2 証明の方針

Chernousov–Guletskǐı [4] においては, Brauer 群の 2-ねじれ部分群を調べるために, 楕円曲線 E の 2

等分点のなす GK-加群 E[2] := Ker(E(K)
×2→ E(K)) を考察しているが, 我々の設定では, 3等分点のな

す GK-加群 E[3] を考える必要がある. その点において, 考察すべき Galois 作用などは変わってくるが,

本質的な計算手法は Chernousov–Guletskǐı のものと同様である. 以下, もう少し具体的に解説する.

1. まず, Br(E) を Galois コホモロジー H1(GK ,Pic(E)) と結びつける. これには, Hochschild-Serre

スペクトル系列 Ep,q = Hp(GK ,Hq(E,Gm)) ⇒ Hp+q(E,Gm) を用いればよいが, 写像の具体的な記述

を調べるために, E の Brauer 群の Galois コホモロジーによる記述 ([16, §1])

Br(E) = Ker(H2(GK ,K(E)×) → H2(GK ,Div(E)))

と, 1 → K(E)×/K
× → Div(E) → Pic(E) → 1 から生じる完全列

0 → H1(GK ,Pic(E)) → H2(GK ,K(E)×/K
×
) → H2(GK ,Div(E))

を用いて, 準同型 Br(E) → H1(GK ,Pic(E)) を構成する. この構成については, [4] の他, [16], [30, p.687]

などを参照のこと. いまの設定においては, この写像は分裂する全射であることがわかり, その核は Br(K)

である.

2. 対角的 3 次曲面 X に対する先行研究においては, Pic(X) ∼= Z⊕7 と具体的に群構造がわかっ

ており (例えば, [13, V.4]), Galois 作用も記述できていたために, Galois コホモロジーを具体的に計

算することによって, Brauer 群を生成するシンボルを得ることができた. 一方, 楕円曲線の場合には,

Pic(E) の構造を直接みるのではなく, 次のような方法を取る. E は楕円曲線であるから, Picard 群の

次数 0 部分に対し, 同型 Pic0(E) ∼= E(K) が存在する (cf. [27, III, Proposition 3.4.]). このことから,

H1(GK ,Pic(E)) ∼= H1(GK , E(K)) が導かれる. さらに, 楕円曲線の 3 倍写像から導かれる長完全列か

ら, 短完全列
0 → E(K)/3E(K) → H1(GK , E[3]) → 3H

1(GK , E(K)) → 0

が導かれる (cf. [4], [27]).

3. 最後に, µ3 ⊂ K であれば, E[3] ∼= µ3 ⊕ µ3 によって, H1(GK , E[3]) の元は, K× ×K× の元によっ

て, 記述することができる. これにより, シンボルと結びつけやすそうな群にたどり着くことができたの

で, あとは, 以上の写像の構成を具体的に追いつつ, うまく K(E)× の元を見つけて, 以下の図式を可換に

するような写像 ϵ を構成すればよい:

K× ×K× //

ϵ

��

H1(GK , E[3])

��

3Br(E) // H1(GK ,Pic(E)) //
3H

1(GK , E(K)).

µ3 ̸⊂ K のときは, E[3] が GK-加群として非自明であるから, 拡大体 L で同様の議論をした後に, K 上

に戻る必要がある. µ3 ⊂ K の場合に比べ, ϵ にあたる写像の構成はより複雑になるが, その詳細について



は, 上の図式の可換性の証明や任意係数の場合の考察とともに, 論文としてまとめ, 追って報告する予定で

ある.

注意 3.3. 本研究は曲線 C の Brauer 群 Br(C) を C の言葉で記述することを目的とするものであって,

これとはやや方向性が異なるが, Weil-Châtelet 群 H1(GK , E(K)) の各元に対応する曲線 C に対応する

3Br(E) の元を東屋代数として記述する研究が, [15], [9] においてなされている.
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Holland, Amsterdam, 1968, pp. 46–65.

[11] , Le groupe de Brauer II, Dix exposés sur la cohomologie des schémas, North-Holland,
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Éc. Norm. Supér. (4) 47 (2014), no. 3, 505–537.

[26] J.-P. Serre, A course in arithmetic, Graduate Text in Mathematics, no. 7, Springer-Verlag, 1973.

[27] Joseph H. Silverman, The arithmetic of elliptic curves, second ed., Graduate Texts in Mathe-

matics, vol. 106, Springer, Dordrecht, 2009.

[28] A. Skorobogatov, Torsors and rational points, Cambridge Tracts in Mathematics, vol. 144,

Cambridge University Press, Cambridge, 2001.

[29] P. Swinnerton-Dyer, The Brauer group of cubic surfaces, Math. Proc. Cambridge Philos. Soc.

(1993), no. 3, 449–460.

[30] T. Uematsu, On the Brauer group of diagonal cubic surfaces, Q. J. Math. 65 (2014), no. 2,

677–701.

[31] , On the Brauer group of affine diagonal quadrics, Journal of Number Theory 163 (2016),

146–158.

[32] J. H. M. Wedderburn, On hypercomplex numbers, Proc. London Math. Soc. s2-6 (1908), no. 1,

77–118.

[33] 斎藤秀司, 整数論, 共立講座 21世紀の数学, vol. 20, 共立出版, 1997.

[34] 植松哲也, 3次フェルマー曲線の Brauer 群の 3-ねじれ部分について, 2018年度日本数学会年会代数

学分科会アブストラクト集, 2018.


