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Abstract

放物接続のモジュライ空間の具体的な幾何学的特徴を調べることは,
幾何学的ラングランズ予想の観点からも興味深いものである. D.Arinkin
は構造群を SL2として確定特異点が 4点ある場合の幾何学的ラングラ
ンズ予想を幾何学的手法により解決した. 確定特異点が 5点の場合は未
解決である. 今回, 後者の場合を定式化し, それにかかわるコホモロジー
をいくつか計算することができたので報告する.

1 序論

Conn(X, r)を, 滑らかな複素射影曲線X上の階数が rであるベクトル束に付
随する接続のモジュライ空間とし, Bun(X, r)をX 上の階数が rであるベク
トル束のモジュライ空間とする.

GL(r)に対する圏論的ラングランズ予想とは, Conn(X, r)上のO-加群の
なす導来圏と, Bun(X, r)上のD-加群のなす導来圏とが圏同値である, とい
う予想である.

Arinkin は [1]において, X = P1, r = 2として 4点の確定特異点がある
場合について, この予想を証明した. この場合, Bun(X, r) として放物構造を
持ったベクトル束のモジュライ空間を考えることになる. (より詳しく, [1] で
は SL(2)-接続と PGL(2)-束に対して考察している.)
ここでは [1]の結果を, 確定特異点が 5点ある場合に拡張することを試

みる.

2 放物接続について

この節ではw-安定 ν-放物接続のモジュライ空間を導入する.
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リーマン球面 P1
C 上の異なる n点 t = {t1, . . . , tn}を固定し, tに関する因

子をD = t1 + · · ·+ tn と定義する.

Definition 2.1. P1上の階数が 2でD上に特異点を持つ対数的接続とは, 次
を満たす組 (E,∇)のことをいう: d ∈ Zとする.

(1) Eは P1上の階数が 2で次数が dの正則ベクトル束,

(2) ∇ : E → E ⊗ Ω1
P1(D) は次を満たす層の写像である.

∇(fs) = s⊗ df + f∇(s), f ∈ OP1 , s ∈ E.

対数的接続 (E,∇)に対して, 留数行列 resti(∇) ∈ End(Eti) ≃ M2(C),
(1 ≤ i ≤ n) を定義する. resti(∇)の固有値を {ν+

i , ν
−
i }とする. これを∇の ti

での局所指数という. Fuchsの関係式により,
∑

i(ν
+
i + ν−

i ) = − deg(E) = −d
が成り立つ. ここで, 局所指数の集合を次のように定義する.

Nn(d) :=

{
ν = (ν±

i )1≤i≤n ∈ C2n

∣∣∣∣∣d+ ∑
1≤i≤n

(ν+
i + ν−

i ) = 0

}
≃ C2n−1.

Definition 2.2. ν ∈ Nn(d) が一般であるとは次の 2つを満たすことをいう.
　

(1) 任意の iに対して, ν+
i − ν−

i /∈ Z,

(2) 次が成立する.

任意の (ϵi) ∈ {+,−}nの取り方について
n∑

i=1

νϵi
i /∈ Z

ν ∈ Nn(d) が一般でないとき, 特殊であるという.

P1 上の正則直線ベクトル束 L := OP1(d)と対数的接続 ∇L : L → L ⊗
Ω1

P1(D)を固定する. ∇Lは各 tiにおいて留数固有値 ν+
i + ν−

i を持つ.

Definition 2.3. ν ∈ Nn(d) を固定する. (P1, D)上の (L,∇L)を行列式束に
持つ階数が 2の ν-放物接続とは組 (E,∇, φ, l = {li}) であって, 次を満たすも
ののことをいう:

(1) (P1, D) 上の対数的接続 (E,∇) であって, 階数が 2で局所指数 νを持つ
もの.



(2) 次の関係式を満たす直線ベクトル束の同型写像 φ :
∧2E → L;　

Eの任意の局所切断 s1, s2に対して　　　　　　

φ⊗ id(∇s1 ∧ s2 + s1 ∧∇s2) = ∇L(φ(s1 ∧ s2)).

(3) 1次元部分空間 li ⊂ Eti であって, resti(∇)は li に対して ν+
i を掛ける

ことで作用するもの.

νが一般なものについて liは resti(∇)の ν+
i に関する固有空間に他ならな

い. ゆえに, l = {li}は (E,∇) から一意に定まる.
安定性を導入するために重さ w を定義することによって, w-安定 ν-放物

接続 (E,∇, l)のモジュライ空間Mw(t,ν)を構成することができる. Mw(t,ν)
は次元が 2(n− 3)である滑らかで既約な準射影的代数多様体になることが知
られている ([5]). 一般の νについて (E,∇, φ)は既約であり, この場合すべて
の組 (E,∇, φ)が安定対象となる.
このようなモジュライ空間はガルニエ系と呼ばれる常微分方程式の初期

値空間に対応し, 特に n = 4の場合は第 VIパンルヴェ方程式に対応する. こ
れらは, 線形接続のモノドロミー保存変形として得られる微分方程式である.
初等変換により, d = deg(E) = −1としてよい. また, (ν1, . . . , νn) ∈ Cn

として 
ν+
i = νi (i = 1, . . . , n)

ν−
i = −νi (i = 1, . . . , n− 1)

ν−
n = 1− νn,

とできる. ここでMを ν-sl2-放物接続のモジュライスタックとし, 対応する
粗モジュライ空間をM とする. 上記の変換により M ≃ Mw(t,ν)なる同型
対応を得る.

3 放物ベクトル束について

この節では放物ベクトル束のモジュライ空間について述べる.

Definition 3.1. (P1, t)上の階数が 2で次数が dの準放物ベクトル束とは, 次
を満たす組 (E, l)のことをいう:

(1) P1上の階数が 2で次数が dの正則ベクトル束E,

(2) Etiの 1次元部分ベクトル空間 liの組 l := (l1, . . . , ln)

この lを準放物ベクトル束の放物構造という. また, 重みw := (w1, . . . , wn)
の情報を合わせて考える場合は (E, l)を放物ベクトル束という.



Definition 3.2. 準放物ベクトル束 (E, l)は, 与えれた局所指数νを持つ接続
∇が付随するとき ν-平坦であるという.

Pdを直既約で次数が dの放物ベクトル束のモジュライ空間とし, 対応す
る粗モジュライ空間を Pdとする. Pd → PdはGm-ジャーブである.
実は, (E, l)が ν-平坦であることと直既約であることは同値である. この

事実により, M から P := P−1への忘却写像 (E,∇, φ) 7→ (E, l)が定義され
る. νを一般として取っておくことにより, 放物構造 l = {li}を固有値 ν+

i に
対応する resti(∇)の固有空間 li ⊂ Etiと見なすことができる.
一方で, 粗モジュライ空間 Pdは非分離スキーム (トポロジカルには non

Hausdorff)である. n = 4の場合, P は t1, . . . , t4で 2重点を持った射影直線
と同一視される ([3], [8]).

n = 5の場合, P はいくつかの射影曲面を貼り合わせたものとして構成で
きる ([6]). その幾何学的性質は 4次 del Pezzo曲面, つまりP2を 5点でブロー
アップしたものと関連している. より具体的に, 貼り合わされる射影曲面のう
ち一つは P2と同型であり, conicとしての自然な埋め込み P1 ↪→ X := P2が
存在する. この像をΠとする. この埋め込みによる t1, . . . , t5 ∈ P1の像での
ブローアップ ϕ : X̂ → X を考える. このとき, 定義から X̂ は 4次 del Pezzo
曲面である. ブローアップによる例外因子をΠi ⊂ X̂とし, X内で tiと tj を
結ぶ曲線の固有変換をΠij ⊂ X̂で表す. この Π,Πi,Πi,jは古典的によく知ら
れている 4次 del Pezzo曲面上に 16本存在する (−1)-曲線と対応する.

4 フーリエ向井変換について

Y をアーベル多様体とし, Y ♮により Y のGmによる ♮-extensionのモジュラ
イ空間を表す. ここで ♮-extensionとは Y 上の平坦束であって, ある条件を満
たすもののことをいう.
このとき, Y 上のDY -加群のなす導来圏とOY ♮-加群のなす導来圏の間に,

自然な圏同値が存在する. この圏同値は, Y × Y ♮上の普遍束であって Y 方向
の接続が付随したPを用いて定義される.(このPをポアンカレ束ともいう).
またその圏同値性の証明には, PがOY ♮-加群の orthogonal Y -family であ

り,かつDY -加群の orthogonal Y ♮-familyであるという事実が用いられる. こ
こで言う orthogonal とは, 2つの異なるベクトル束のテンソル積のコホモロ
ジーが 0になることを指す.
本稿では, M が Y ♮ の役割を, P が Y の役割を果たす. つまりフーリエ向

井変換による圏同値によって, 圏論的ラングランズ対応を示すことを目的と
する.



5 主結果

X̂ を 4次 del Pezzo曲面, つまり P2 を 5点でブローアップしたものとする.
x ∈ X̂に対し, M上のベクトル束 Ex を (E,∇, φ)上のファイバーがE ′

x1
⊗E ′

x2

となるものとして定義する. ここで, E ′ は t5 においてEを上方変換したも
のを表し, (x1, x2) ∈ P1 × P1は 2 : 1被覆写像Ψ : X̂ → P1 × P1による x の
像とする.

Theorem 5.1. x,y ∈ X̂ とする. このとき

(1) H i(M,OM) =

{
C, i = 0

0, i > 0.

(2) H i(M, Ex ⊗ Ey) = 0, for x ̸= y, i ≥ 0.

また EをM× X̂上の普遍ベクトル束と見なす. Eを適当に変換したDP -
加群 Eνをフーリエ向井核とするフーリエ向井変換が, 考察対象としている場
合の圏論的ラングランズ対応を導くと予想される.

Cojecture 5.2. 関手

ΦM→P : F 7→ Rp2,∗(Eν ⊗OM×P
p∗1F)[1]

は Dqc(M)−とDP -加群のなす導来圏の間の圏同値を導く.
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