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1. Introduction

この原稿ではQと書けばQの代数閉包を表すことにする。XをQ上
で定義された滑らかな射影的代数多様体とし、f : X −→ X をQ上で
定義された自己全射とする。このときXのQ-有理点 x ∈ X(Q)を f で
繰り返し送ることで、数論的な複雑さである高さ（定義 2.3）の漸近挙
動を調べるという問題が考えられる。これは例えばアーベル多様体の
標準高さの定義にも本質的に関わっている問題であり、自己射と相性
の良い関数を得るのに非常に有効である。
高さの漸近挙動に関して、今回次のような結果を得た。

定理 1.1 (主定理). x ∈ X(Q)について、その算術次数が αf (x) > 1を
満たすとき、ある非負整数 tf (x)が存在して、n → ∞の時に

hH(f
n(P )) ≍ ntf (P )αf (P )n

を満たす。

2節で記号と定義について詳しく述べる。Bell-Ghioca-Tuckerによっ
て提出された力学系的Mordell-Lang型の予想を 4節で紹介し、主定理
がこの問題に応用できることを 5節で紹介する。

2. 記号と定義の準備

定義 2.1 (代数体のノルム). Kを代数体、すなわちQの有限次拡大体
とする。このときKの各元はQ係数のモニック多項式の根となるが、
特に Z係数のモニック多項式の根であるようなもの全体の集合をOK

とする。するとOK は単位元を持つ可換環になる。
x ∈ Kとする。
(1) 体の埋め込み σ : K ↪→ Cに対して

|x|σ := |σ(x)|
とする。ここで右辺の | · |は複素数の通常の絶対値である。

(2) P をOKの 0でない素イデアルとする。このとき x ∈ OK \ {0}
について

eP (x) := max {n ∈ Z | x ∈ P n}
と置いて |x|P を

|x|P := #(OK/P )−eP (x)



で定める。一般にx ∈ Kのときはx = a/b (a, b ∈ OK)と表して

|x|P =
|a|P
|b|P

で定め、また |0|P := 0とする。

MK := {σ : K ↪→ C} ∪ {P : OKの零でない素イデアル } とする。

定義 2.2 (射影空間の高さ関数). Kが代数体のとき x = [x0 : x1 : · · · :
xN ] ∈ PN(K)つまり各 iについて xi ∈ Kなる斉次座標が取れる点につ
いて、そのような斉次座標を固定し、xの対数的ナイーブ高さ hnv(x)
を

hnv(x) :=
1

[K : Q]

∑
v∈MK

log ∥x∥v

で定める。ここで ∥x∥vは

∥x∥v := max
0≤i≤N

{|xi|v}

で定まる量である。

定義 2.3. XをQ上で定義された滑らかな射影代数多様体とする。Hを
X上の非常に豊富な因子とする。Hに付随する埋め込みϕ|H| : X −→ PN

を固定する。このとき x ∈ X(Q)のHに付随する（Weilの対数的）高
さを

hH(x) := hnv(ϕ|H|(x))

で定める。

注意 2.4. Xを射影空間に埋め込んでXの点を射影空間の点だとみな
して高さを定義するのだと思っても同じことであるから、もし因子に
不慣れなのであればそう思っても差支えない。

注意 2.5. Hに付随する高さ関数は埋め込みの固定の仕方に応じて変化
してしまうが、そのずれは高々有界関数である。また射影空間の場合
のナイーブ高さについても、自己同型で点を移してから高さを測ると
一般には元の高さとずれるが、それもまた高々有界関数のずれである。

注意 2.6. 非常に豊富な因子に限らず一般の因子に対しても有界関数の
差を除いて一意に高さ関数が定義できることが知られており、ピカール
群Pic(X)からX(Q)上の（有界関数の差を除いた）実数値関数全体の
空間への準同型写像がある。この準同型写像はWeilの height machine
と呼ばれる。
実際に主定理を証明するときには豊富な因子に対する高さだけでは

なく height machine（をさらにC上に拡張したもの）が必要となるが、
本原稿では詳しくは述べない。

定義 2.7. f : X −→ XをQ上で定義されたX上の自己全射とする。X
上の（非常に）豊富な因子Hとそれに付随する高さ関数 hH を固定す



る。また x ∈ X(Q)に対して h+
H(x) := max{1, hH(x)}とおく。このと

き xの f に関する算術次数 αf (x)を

αf (P ) := lim
n→∞

h+
H(f

n(P ))1/n.

で定める。

注意 2.8. より一般に f が支配的な自己有理写像の場合にも、xの f に
よる軌道が定義できるときには算術次数は定義できるが、一般には極
限が収束することはまだ知られていない。本原稿で扱うのは f が自己
全射の場合だけであり、その場合には極限が収束することが知られて
いる。（[KS]を見よ。）また、算術次数がHや hH の選び方に依らない
こともわかる。

3. 主定理

定理 3.1. 記号は 2節の通りとする。x ∈ X(Q)について、その算術次
数がαf (x) > 1を満たすとき、ある非負整数 tf (x)が存在して、n → ∞
の時に

hH(f
n(x)) ≍ ntf (x)αf (x)

n

を満たす。

4. 力学系的Mordell-Lang（型）予想

予想 4.1 (力学系的Mordell-Lang予想, [GT, Conjecture 1.7]). Xを準
射影的な複素代数多様体とする。f : X −→ XをXのC上の自己射と
する。このときC有理点 x ∈ X(C)と閉部分多様体 Y ⊂ Xについて、
集合

Sf (x, Y ) := {n ∈ Z≥0 | fn(x) ∈ Y (C)}
はある非負整数 ai, biによって

{ai + biℓ | ℓ ∈ Z≥0}
と表せる集合の有限和である。

定理 4.2 ([BGT1, Theorem 1.3]). もし f : X −→ Xがエタール射であ
れば予想 4.1は正しい。

さらに [BGT2, Question 5.11.0.4]において次の予想が提出された。

予想 4.3 (力学系的Mordell-Lang型予想, [BGT2, Question 5.11.0.4]).
XをQ上で定義された射影多様体、HをX上の豊富なR-因子とする。
f, g : X −→ X がともにX のQ上で定義されたエタール射であって、
ある実数 δf , δg > 1について f ∗H ≡ δfH及び g∗H ≡ δgHがNS(X)Rの
元として成り立っていると仮定する。このとき任意の 2点 x, y ∈ X(Q)
について、集合

Sf,g(x, y) := {(m,n) | fm(x) = gn(y)}
は、ある非負整数 ai, bi, ci, di ∈ Z≥0を用いて

{(ai + biℓ, ci + diℓ) | ℓ ∈ Z≥0}



と表せる集合の和集合である。

Bell-Ghioca-Tuckerは予想 4.3をδf = δgの場合に証明した。（[BGT2,
Theorem 5.11.0.1]を見よ。）

5. 主定理の応用と予想

この節で述べる主定理の応用及び予想は、予想 4.3 を一般のエター
ル全射に拡張したものである。エタール性を課しているのは単に予想
4.1が解けているクラスで大きいものがエタール射の場合くらいしかな
いからであり、それ以上の理由は特にない。実際定理 5.1でも、fp ×
gq : X ×X −→ X ×Xと対角因子 Y = ∆ ⊂ X ×Xの組に対して予想
4.1が成り立ってさえいれば、f や gがエタールである必要はない。

定理 5.1. Xは 2節の通りとする。f, g : X −→ XをQ上で定義された
X上のエタールな自己全射とする。x, y ∈ X(Q)を、次の 2条件を満た
す点とする：

• ある p, q ∈ Z≥1が存在して αf (x)
p = αg(y)

q > 1
• tf (x) = tg(y)

ただしここで tf (x)と tg(y)は定理 3.1のものである。このとき集合

Sf,g(x, y) := {(m,n) ∈ Z≥0 × Z≥0 | fm(x) = gn(y)}

は、ある整数 ai, bi, ci, di ∈ Z≥0を用いて

{(ai + biℓ, ci + diℓ) | ℓ ∈ Z≥0}

表せる集合の有限和である。

予想 5.2. X は 2節の通りとする。f, g : X −→ X をQ上で定義され
たX 上のエタールな自己全射とする。x, y ∈ X(Q)を、αf (x) > 1か
つαg(y) > 1を満たし、かつ次の 2条件の少なくとも一方を満たす点と
する：

• ある無理数 r ∈ R \Qが存在して αf (x) = αg(y)
r

• tf (x) ̸= tg(y)

ただしここで tf (x)と tg(y)は定理 3.1のものである。このとき集合

Sf,g(x, y) := {(m,n) ∈ Z≥0 × Z≥0 | fm(x) = gn(y)}

は有限集合である。

定理 5.3. Xは 2節の通りとする。f, g : X −→ XをQ上で定義された
X上の（エタールとは限らない）自己全射とする。ある豊富なR-因子
Hと実数 δf > 1があって f ∗H ≡ δfHを満たし、かつ f と gが可換で
あると仮定する。x, y ∈ X(Q)について、ある無理数 r ∈ R \Qが存在
して αf (x) = αg(y)

r をみたすならば、集合

Sf,g(x, y) := {(m,n) ∈ Z≥0 × Z≥0 | fm(x) = gn(y)}

は有限集合である。
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