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1 はじめに

有限次元簡約 Lie代数 g，そのべき零元 f，複素数 kのデータに依存して定義される（アファイ

ン）W 代数Wk(g, f)は，定義の煩雑さのため一般には生成元も関係式も知られていないが，様々

な表現論や量子群を含む代数との関連から，その性質や表現論を調べることが可能である．本稿で

はスクリーニング作用素による解析を通じてA型のW 代数の coproductと呼ぶべき構造について

調べることができることを示す．

2 W代数とは
Virasoro代数とは

V ir =
⊕
n∈Z

CLn ⊕ CC

であって

[Lm, Ln] = (m− n)Lm+n +
m3 −m

12
δm+n,0C, [V ir, C] = 0.

によって定義される Lie代数である．その表現圏には中心 C がスカラー倍（＝中心電荷）で作用

する際に特別な値であれば fusion積によってモジュラーテンソル圏の構造が入り，Verlinde公式

によって計算することができる．そうした興味深い表現圏を与えてくれる Virasoro代数の一般化

として考えられたのがW 代数である．Virasoro代数は Lie代数だったのに対して一般のW 代数
は頂点代数構造を持つ．C上のベクトル空間 V が頂点代数とは，V の元Aに対して EndV 係数の

形式的べき級数

A(z) =
∑
n∈Z

A(n)z
−n−1 ∈ EndV ⊗ C[[z, z−1]]

が対応し，任意の A,B ∈ V に対して

[A(m), B(n)] =

∞∑
j=0

(
m

j

)
(A(j)B)(m+n−j)

などの関係式を満たすものである．A(z)を A ∈ V の場という. 一般にW 代数のほとんどでこの
関係式の右辺は無限和になり, 従って EndV の元として見做すしかない．特にその表現論を解析す
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るのは非常に難しい．一番初めに発見されたW 代数は ZamolodchikovによるW3代数である [Z]．

Fateev-LukyanovらによってさらなるW 代数が発見され ([FL])，Feigin-Frenkelによって BRST

還元法と呼ばれるコホモロジーを用いて有限次元簡約 Lie代数 gと複素数 k に依存してW 代数

Wk(g)が構成された [FF2]. Wk(sl2)は中心電荷が

c(k) = 1− 6
(k + 1)2

k + 2

の Virasoro代数であり，Wk(sl3)はW3 代数となる．最終的に Kac-Roan-Wakimotoによって g，

kの他に gのべき零元 f にも依るように一般化された [KRW]．これをWk(g, f)と表し，

Wk(sl2,
(
0 0
1 0

)
) = V ir, Wk(sl3,

(
0 0 0
1 0 0
0 1 0

)
) = W3

が成り立つ．一般に主べき零元 f = fprinに対してWk(g, fprin) = Wk(g)である．さらにWk(g, 0)

は gのレベル kのアファイン Lie代数 ĝと見做せる．ここでアファイン Lie代数とは

ĝ = g⊗ C[t, t−1]⊕ C1

であって

[a⊗ f(t), b⊗ g(t)] = [a, b]⊗ f(t)g(t) + k(a|b)Res
t=0

f ′(t)g(t)dt

で定義される Lie代数である．ただし (a|b)は正規化された g上の Killing形式とする．

3 スクリーニング作用素

W 代数は BRST還元法による 0次コホモロジーとして定義されるため，生成元や関係式を知ろ

うと思うとそのコホモロジー類を計算しなければならないがこれは一般にほとんど不可能である．

よってW 代数の代数構造を知るにはなんらかの別のアプローチを考える必要があり，ここではス
クリーニング作用素を用いた別構成法を与える．スクリーニング作用素とは Fateev-Lukyanovに

よるW 代数の定義であり，Feigin-Frenkelは，BRST還元法による定義から同じものを再構成で

きることを示した [FF3]. 具体的には gの Cartan部分代数 hに付随する Heisenberg代数 (=ĥ)の

Fock空間Hの中でWk(g)が

Wk(g) ≃
∩
α∈Π

Ker

∫
e
− 1√

k+h∨

∫
α(z)

dz ⊂ H.

として構成される．ただし kは独立変数と見做し，Πは単純ルートの集合，h∨は双対 Coxeter数，

α(z)は α ∈ h∗とKilling形式で対応する hの元によって定まるHの場とする．右辺の作用素たち
をスクリーニング作用素と呼ぶ．Wk(sln)の生成元はこの構成法を介して計算することができる．

これを一般のWk(g, f)に対しても拡張することは自然に考えられる．

定理 3.1 ([G1]). 一般のWk(g, f)に対しても gのある簡約 Lie部分代数 r ⊂ gのアファイン化 r̂の

表現空間（=アファイン頂点代数 V (r)）と βγ システムと呼ばれる頂点代数 F (g 1
2
)のテンソル積

の中でスクリーニング作用素を用いて構成できる．

一般化するにあたってアファイン頂点代数が現れたことで空間が複雑になり，Wk(g)の時ほど

スクリーニング作用素が簡単に計算することができない．そこでアファイン頂点代数をもっと簡単

な空間に埋め込むことでスクリーニング作用素を計算することを考える．次節以降ではその適切な

空間として脇本表現を考えればいいことを明らかにする．



4 アファインLie代数の脇本表現

gと kに付随するアファイン頂点代数 V k(g)は ĝの表現でもある．一般に ĝの（適切な条件を満

たした）加群M に対して BRST還元法を施すことができ，特にW 代数は V k(g)に BRST還元法

を施した時の 0次コホモロジー

Wk(g, f) = H0
DS,f (V

k(g))

に一致する．さらに構成からH0
DS,f (M)はWk(g, f)-加群の構造を持つこともわかる．そこでこの

関手H0
DS,f (?)を用いてW 代数の構造を解析しようとするのは自然である．こうしたW 代数の表

現の構成を ĝの脇本表現に対して適用することを考える．そこでまずは ĝの脇本表現を導入する．

gに対応する Lie群を G，上三角 Borel部分群を B+，下三角 Borel部分群を B− とする．旗多

様体G/B−へのGの左作用を考えると gはベクトル場としてG/B−上の正則関数に作用すること

がわかる．N+ = [B+, B+]とするとN+ · ē ≃ N+はG/B−の極大稠密開集合であり，作用を制限

することで Lie代数の射 ρ : g → DN+
が得られる．ただしDN+

はN+の正則関数上の微分環であ

る．指数写像によって gのべき零 Lie部分代数 n+とN+を同一視すれば，その上の正則関数全体

はN+上の多項式環となることがわかる．sl2ならばN+ = {( 1 x
0 1 )}であり e = ( 0 1

0 0 ), h = ( 1 0
0 −1 ),

f = ( 0 0
1 0 )に対して

ρ(e) =
∂

∂x
, ρ(h) = −2x

∂

∂x
, ρ(f) = −x2 ∂

∂x

となる．さらに gの Cartan部分代数 hの双対 h∗ の元 χ ∈ h∗ による捻り

ρχ(e) =
∂

∂x
, ρχ(h) = −2x

∂

∂x
+ χ(h), ρχ(f) = −x2 ∂

∂x
+ χ(h)x

を加えることもできる．この ρχ のアファイン版を考える．DN+ は

[∂/∂x, x] = 1, [∂/∂x, ∂/∂x] = [x, x] = 0

によって定義されているので，そのアファイン類似

[am, a∗n] = δm+n,0, [am, an] = [a∗m, a∗n] = 0

を満たす an, a
∗
nで生成される代数 (=無限次元Weyl代数)を考える．一般には an, a

∗
nを dimN+個

のペアだけ用意して定義する．無限次元Weyl代数の Fock空間をAn+
，hに付随する Heisenberg

代数の Fock空間H（h∗による捻りに対応する）として Lie代数の射 ρ̂ : ĝ → End(An+
⊗H)が構

成できる．さらに ρ̂は頂点代数の単射準同型

ρ̂ : V k(g) → An+
⊗H

となる．sl2 では

ρ̂(e(z)) = a(z), ρ̂(h(z)) = −2 : a∗(z)a(z) : +b(z), ρ̂(f(z)) = − : a∗(z)2a(z) : +b(z)a∗(z) + k∂za
∗(z).

ただし b(z)はHの hに対応する場であり，左辺の u(z)（u ∈ sl2）は

u(z) =
∑
n∈Z

(u⊗ tn)z−n−1.



さらに二つの場 A(z), B(z)に対し : A(z)B(z) :は

: A(z)B(z) : =
∑
n∈Z

(
∑
m≥0

B(n)A(m) +
∑
m<0

A(m)B(n))z
−m−n−2

で定義される場である．以上の構成からAn+
⊗Hは ĝ-加群になり，頂点代数構造を持つ．An+

⊗H
を ĝの脇本表現という [W, FF1]．一般にはHeisenberg代数の最高ウェイト表現Hλ（λ ∈ h∗）に

対してAn+
⊗Hλは ĝ-加群となりこれも脇本表現と呼ぶ．V k(g)は ρ̂によりAn+

⊗Hの中に埋め
込まれ，さらに Feigin-Frenkelによってその像は（kを独立変数と見做せば）スクリーニング作用

素によって記述できる：

V k(g) ≃
∩
α∈Π

Ker Sα.

ただし Sα : An+ ⊗H → An+ ⊗Hλα は

Sα =

∫
ρ̂R(eα(z)) e

∫
λα(z)dz

（λα = −α/(k + h∨) ∈ h∗）で定義される．ここで eαは α ∈ Πに対応するルートベクトル，ρ̂R は

N+ の自分自身への右作用から誘導された Lie代数の反準同型 ρR : n+ → DN+ のアファイン版で

ある．以上より次の完全系列を得る：

0 → V k(g)
ρ̂−→ An+

⊗H
⊕

Sα−−−→
⊕
α∈Π

An+
⊗Hλα

. (1)

5 W代数の脇本表現
N+ に適切な座標系を与えることで関手H0

DS,f (?)を完全系列 (1)に施した結果が

0 → Wk(g, f)
µ̂−→ Ar+ ⊗H⊗ F (g 1

2
)

⊕
Qα−−−−→

⊕
α∈Π

Ar+ ⊗Hλα ⊗ F (g 1
2
) (2)

と計算できる．ここで Ar+ は r+ = n+ ∩ rの無限次元Weyl代数の Fock空間，F (g 1
2
)は定理 3.1

で現れた βγシステム，Qαは Sαから誘導されたスクリーニング作用素である．このWk(g, f)-加

群 Ar+ ⊗H⊗ F (g 1
2
)をW 代数の脇本表現と呼ぶ．

定理 5.1 ([G2]). Qα は Sα の式から計算して陽に計算できる．

したがって

Wk(g, f) ≃
∩
α∈Π

Ker Qα

とQαの具体形を用いてWk(g, f)の生成元を計算することができる．さらにここで得られたQαの

一部をとってきて共通核を考えると V (r)⊗ F (g 1
2
)に一致し，残りのスクリーニング作用素は定理

3.1のものと（出自は異なるにもかかわらず）完全に一致することが証明できる．したがって定理

5.1は定理 3.1の陽な表示を与えることになっている．特に f = fprinの時，これは Feigin-Frenkel

の結果に一致する．



6 Coproduct構造

gln のべき零元 f1 と f2 が GLn(C)の作用で共役ならばWk(gln, f1)とWk(gln, f2)は同型にな

る．glnのべき零元の共役類は Jordan標準形で分類され，nの分割＝Young図形を用いて表せる．

n = 3ならば

f =

0

1 0

1 0

 ,

0

1 0

0

 ,

0

0

0

 ,

3の分割: ( 3 ), ( 2, 1 ), ( 1, 1, 1 ),

Young図形: , ,
.

Young図形の箱の横へのずらしを考えたい．上の例では真ん中の図形のみ次のようにずらせる．

, .

ずらされた図形をピラミッドと呼ぶ．ピラミッド P を縦のラインに沿って二つのピラミッド P1と

P2 に分割できるとき P = P1 ⊕ P2 と表す.．例えば

= ⊕
.

ピラミッド P に対して元の Young 図形に対応する gln のべき零元を fP として，Wk(gln,P) =

Wk(gln, fP)とする．

定理 6.1. 任意のピラミッドの分割 P = P1 ⊕ P2 を考える．

(1) 頂点代数の射

∆ : Wk(gln,P) → Wk1(gln1
,P1)⊗Wk2(gln2

,P2)

が存在する．ただし ni は Pi に含まれる箱の数，ki は k + n = k1 + n1 = k2 + n2 を満たす．

(2) ∆は coassociativeである．

(3) さらに kが独立変数（または genericな値）のとき∆は単射である．

証明. W 代数の脇本表現を用いれば独立変数 kに対し

Wk(gln,P) ≃
n−1∩
i=1

Ker Qαi
. (3)



定理 5.1で Qα の式を具体形を用いることで,

Wk1(gln1
) ≃

n1−1∩
i=1

Ker Qαi
, Wk2(gln2

) ≃
n−1∩

i=n1+1

Ker Qαi
(4)

となることがわかる．一方で Qαi
と Qαj

は |i− j| > 1なら可換だから完全系列

0 →
n−1∩
i=1

Ker Qαi
→

n1−1∩
i=1

Ker Qαi
⊗

n−1∩
i=n1+1

Ker Qαi

Qαn1−−−→ Ar+ ⊗Hλαn1
⊗ F (g 1

2
) (5)

を得る．(3)(4)と (5)によって (5)の最初の単射準同型が（独立変数 kでの）∆である．一般の値

kに対しては evaluationすればよいが，その場合は単射性が非自明になることに注意する．示して

いないのは coassociativityだが，これは N+ にうまく座標を入れ直すことで特別な場合には定理

5.1から，一般の場合には定理 3.1で構成したスクリーニング作用素との compatibilityを用いるこ

とで証明される．
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