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概 要

デルタ関数型の相互作用をする一次元ボース気体は量子可積分系として知られており，ベーテ仮説法によっ
て厳密にエネルギー固有状態が構成される．一方，この模型を量子場で記述したときの運動方程式は，非線形
Schrödinger方程式として広く知られる．ここで，非可換な量子場の演算子を，可換複素スカラー場に読み替え
る古典極限をとると，古典可積分方程式が得られ，逆散乱法によりソリトン解が系統的に構成される．この古典
ソリトンと，もともとの量子場理論との対応関係は，長年の未解決問題である．今回我々は，粒子数分布が古典
ソリトンのプロファイルと完全に一致する量子状態を構成することに成功した．さらに，振幅だけでなく，位相
まで含めて完全に一致することが確認された．本レポートでは，これらの研究成果について簡単な解説を試みる．

1 はじめに

量子可積分系とは，ハミルトニアンと可換な保存量が無限個存在する量子系のことで，一次元ボース気体の模型

である Lieb-Liniger模型，一次元磁性体の模型である量子ハイゼンベルク模型，一次元電子系の模型である一次

元ハバード模型などがその代表的な例であり，量子逆散乱法 (＝代数的ベーテ仮説法)によって厳密にエネルギー

固有値およびエネルギー固有状態が構成される．これら量子可積分系において，ある種の古典極限をとると，古

典可積分方程式が得られる場合がある．古典可積分方程式は，逆散乱法によってソリトン解が構成される．ここ

で，量子可積分系においても，この古典系におけるソリトンに対応する量子状態 (＝量子ソリトン)が存在するの

か，また，具体的に量子系におけるどのような物理量が古典ソリトンに対応するのか，ソリトンをより広い視野

で統一的に理解する上で非常に重要で興味深い問題である．本レポートでは，一次元ボース気体における我々の

研究結果について報告する．

2 量子ソリトン

2.1 一次元ボース気体

長さLのリングに，質量mのボソンがN個ある一次元系を考える．この系の状態はN体の波動関数ψ(x1, x2, · · · , xN )

で記述される．ここで，xj は j 番目の粒子の位置座標を表す．粒子がボソンであることから，粒子の入れ替えに

対する対称性 ψ(x1, x2, · · · , xN ) = ψ(xσ1
, xσ2

, · · · , xσN
) が要請される．ここで，σ ∈ SN はN 次の置換群の任意

の元である．さて，この系のハミルトニアンは，運動エネルギーと 2体相互作用のポテンシャルの和として

H =

N∑
j=1

p2j
2m

+
∑

1≤j<k≤N

V (xj , xk) (2.1)

と書けるであろう．ここで，pj は j 番目の粒子の運動量であり，正準共役な位置座標 xj を用いて pj =
ℏ
i

∂

∂xj
と

書ける．以降，∂j :=
∂

∂xj
と略記し，2m = ℏ = 1とする単位系をとる．結局，運動エネルギーの項は

p2j
2m

= −∂2j
と書けることになる．

次に 2体相互作用のポテンシャル項であるが，粒子が接触したときのみ相互作用するデルタ関数型のポテンシャル

V (xj , xk) = 2cδ(xj , xk) (2.2)

を考える．ここで，|c|の大きさが相互作用の強さを表し，c > 0のとき斥力，c < 0のとき引力相互作用を表す．

後で見るように，c→ 0の極限が自由ボソンの系，c→ +∞の極限が (ほぼ)自由フェルミオンの系に対応してい

る．これから行うベーテ仮設による対角化の手続きにおいては，cの符号は関係なく平行に議論が進むが，励起状

態，熱力学などの物理的状況は cの符号によって大きく異なる．

以降，ハミルトニアン

HLL =

N∑
j=1

(
−∂2j

)
+

∑
1≤j<k≤N

2cδ(xj , xk) (2.3)

を対角化する問題考える．(LLはLieb-Linigerの頭文字 [1] )また，系の全運動量K =
∑N

j=1 pjはK =
∑N

j=1 (−i∂j)

と書ける．



2.2 座標ベーテ仮設による対角化

この模型は座標ベーテ仮説法によって，厳密に対角化される [2, 1]．以下，詳述する．

2.2.1 N = 1のとき

1粒子のときは相互作用はなく，ハミルトニアンは HLL = −∂21 となる．微分方程式 −ψ′′(x1) = Eψ(x1)の解

は，自由粒子の波動関数を表す平面波

ψ(x1) = eik1x1 (2.4)

となる．これが 1粒子の場合のベーテ波動関数である．エネルギーと運動量固有値は

E = k21, K = k1 (2.5)

となる．また，周期境界条件 ψ(x1 + L) = ψ(x1)から，波数に対して条件

eik1L = 1 (2.6)

が課せられる．これが 1粒子の場合のベーテ方程式である．1粒子の場合はこれは簡単に解けて，

k1 =
2π

L
I1 (I1 ∈ Z) (2.7)

となる．ここで，整数 I1はベーテ量子数と呼ばれ，これを用いて励起状態が分類される．この場合，I1 = 0が基

底状態，I1 = ±1が第一励起状態に対応している．

2.2.2 N = 2のとき

2粒子のときハミルトニアンはHLL = −∂21 − ∂22 + 2cδ(x1 − x2)となる．2粒子以上の系から相互作用の効果が

入ってくるが，ベーテは，この場合にも波動関数が平面波の重ね合わせで書けること，および粒子の入れ替えに

よって重ね合わせの係数が散乱の効果を受けること，を要請して，以下のベーテ波動関数を提案した

ψ(x1, x2) = A12e
i(k1x1+k2x2) +A21e

i(k2x1+k1x2) (2.8)

ここで，係数の比が散乱行列 S12 := A21/A12によって表され，これは x1 = x2での波動関数の接続条件から決定

される．また，波数 k1, k2も自由な場合 (2.7)からずれ，これらはベーテ方程式から決定される．以下，これらを

具体的に考察していく．

(♯) 衝突による接続条件～散乱行列

2次元領域 0 ≤ x1, x2 ≤ Lにおいて波動関数を決定したいのであるが，相互作用があるのは線分 x1 = x2 上だけ

であり，領域を x1 < x2 と x2 > x1 の 2つに分ければ，それぞれの領域内に限れば自由な系となり，平面波で書

けるであろう．そこで，それぞれの領域で波動関数としてベーテ波動関数を仮に設け，のちに x1 = x2 でそれら

を接続することを考える．具体的には，波動関数を以下のように 2領域で定義する

ψ(x1, x2) =

{
ψ12(x1, x2) (x1 < x2)

ψ21(x1, x2) (x2 < x1)
(2.9)

ただし，ボソンの対称性から，ψ12(x1, x2)を決定すれば自動的に ψ21(x1, x2)も

ψ21(x1, x2) = ψ12(x2, x1) (2.10)

と決定する．一般に，領域 x1 < x2 < · · · < xN における波動関数 ψ12···N (x1, · · · , xN )のみを決定すれば，その他

の任意の領域 xσ1 < xσ2 < · · · < xσN
における波動関数 ψσ(x1, · · · , xN )も自動的に

ψσ(x1, · · · , xN ) = ψ12···N (xσ1
, xσ2

, · · · , xσN
) (2.11)

と決定する．



さて，ψ12(x1, x2)としてベーテ波動関数

ψ12(x1, x2) = A12e
i(k1x1+k2x2) +A21e

i(k2x1+k1x2) (2.12)

を仮定する．すると，ボソンの対称性 ψ21(x1, x2) = ψ12(x2, x1)より，

ψ21(x1, x2) = A12e
i(k2x1+k1x2) +A21e

i(k1x1+k2x2) (2.13)

となる．ここで，x1 = x2において波動関数は連続であることに注意せよ．しかし，デルタ関数型ポテンシャルの

効果により，波動関数の 1階微分は不連続となる．以下，これを詳しく調べよう．

そのために，重心座標X :=
x1 + x2

2
と相対座標 x : x1 − x2 を導入するのが便利である．波動関数は，

ψ(x,X) =

e
iKX

(
A12e

− i
2kx +A21e

+ i
2kx

)
(x > 0)

eiKX
(
A12e

+ i
2kx +A21e

− i
2kx

)
(x < 0)

(2.14)

となる．ただし，K := k1 + k2, k := k1 − k2 とした．ハミルトニアンは，

HLL = −2∂2x − 1

2
∂2X + 2cδ(x) (2.15)

と書き換えられる．ただし，∂X := ∂/∂X, ∂x := ∂/∂xと略記した．これを用いて x = 0での接続を考えるため，

固有方程式HLLψ(x,X) = Eψ(x,X)の両辺を x = 0の近傍の微小区間で積分する．すなわち，積分∫ ϵ

−ϵ

HLLψ(x,X)dx =

∫ ϵ

−ϵ

Eψ(x,X)dx (2.16)

を考え，極限 ϵ → +0をとる．まず，ψ(x,X)は x = 0で連続 ψ(x → +0) = ψ(x → −0) = eiKX (A12 +A21)な

ので，右辺は ϵ→ 0の極限で 0になる．また，∂2Xψ(x,X) = −K2ψ(x,X)なので，左辺第 2項も同様に 0になる．

したがって，

0 = lim
ϵ→+0

∫ ϵ

−ϵ

(
−2∂2x + 2cδ(x)

)
ψ(x,X)dx = −2 lim

ϵ→+0
[∂xψ(x,X)]

ϵ
−ϵ + 2cψ(x→ ±0, X)

= 2eiKX [ik(A12 −A21) + c (A12 +A21)] (2.17)

を得る．これから，散乱による係数の比

A21

A12
=

ik + c

ik − c
=
k − ic

k + ic
=
k1 − k2 − ic

k1 − k2 + ic
= −k2 − k1 + ic

k1 − k2 + ic
(2.18)

が得られる．ここで，記号

Tjℓ := kj − kℓ + ic (2.19)

および散乱行列

Sjℓ := −Tℓj
Tjℓ

=
kj − kℓ − ic

kj − kℓ + ic
(2.20)

を導入すると，

A21 = S12A12 (2.21)

と書ける．これは，粒子 1と 2がすれ違うときに，散乱行列 S12 によって散乱を受けた

S12 : A12 7→ A21 (2.22)

と読むことが出来る．ここで，c→ 0のとき Sjℓ → 1(自由ボソン)，c→ ∞のとき Sjℓ → −1(自由フェルミオン)

となることに注意．

(♯) 周期境界条件～ベーテ方程式



次に，周期境界条件

ψ(x1 + L, x2) = ψ(x1, x2), (0 < x1 < x2 < L) (2.23)

を考える．ψ(x1 + L, x2) = ψ21(x1 + L, x2) = ψ12(x2, x1 + L)より，

A12e
i[k1x2+k2(x1+L)] +A21e

i[k2x2+k1(x1+L)] = A12e
i(k1x1+k2x2) +A21e

i(k2x1+k1x2)

⇐⇒ ei(k1x1+k2x2)(A21e
ik1L −A12) + ei(k2x1+k1x2)(A12e

ik2L −A21)

⇐⇒ A21e
ik1L −A12 = A12e

ik2L −A21 = 0 (2.24)

となり，結局

eik1L =
A12

A21
= S21 = −T12

T21
=
k1 − k2 + ic

k1 − k2 − ic
, eik2L =

A21

A12
= S12 = −T21

T12
=
k2 − k1 + ic

k2 − k1 − ic
(2.25)

を得る．これが 2粒子の場合のベーテ方程式である．

2.2.3 N = 3のとき

3粒子の場合は，波動関数の定義域は 3! = 6個の領域に分けられるが，領域 x1 < x2 < x3 における波動関数

ψ123(x1, x2, x3)だけを決定すればその他の任意の領域 xσ1
< xσ2

< xσ3
(σ ∈ S3)における波動関数 ψσ(x1, x2, x3)

はボソンの対称性 ψσ(x1, x2, x3) = ψ123(xσ1
, xσ2

, xσ3
)から決定される．

さて，2粒子のときと同様に，ベーテ型の波動関数

ψ123(x1, x2, x3) = A123e
i(k1x1+k2x2+k3x3) +A132e

i(k1x1+k3x2+k2x3) +A213e
i(k2x1+k1x2+k3x3)

+A231e
i(k2x1+k3x2+k1x3) +A312e

i(k3x1+k1x2+k2x3) +A321e
i(k3x1+k2x2+k1x3) (2.26)

を仮に設ける．エネルギーと運動量の固有値は

E =

3∑
j=1

k2j , K =

3∑
j=1

kj (2.27)

となることは明らかである．x2 = x3における波動関数の接続 (ψ123(x1, x2, x3)と ψ132(x1, x2, x3)の接続) を考え

ることによって，2粒子の場合と全く同様の計算により，散乱による係数の比

A132

A123
= S23,

A213

A231
= S31,

A321

A312
= S12 (2.28)

が得られる．同様に，x1 = x2における波動関数の接続 (ψ123(x1, x2, x3)と ψ213(x1, x2, x3)の接続) を考えること

によって

A213

A123
= S12,

A321

A231
= S23,

A132

A312
= S31 (2.29)

が得られる．

さて，ここで，2体散乱を繰り返すことによって A123から A321を作るとき，2通りのやり方があるが，それら

が同じ結果を与える必要がある．すなわち，

A321 = S12A312 = S12S13A132 = S12S13S23A123,

A321 = S23A231 = S23S13A213 = S23S13S12A123 (2.30)

より，散乱行列は関係式

S12S13S23 = S23S13S12 (2.31)

を満たす必要がある．これを，Yang-Baxter関係式という [3, 4, 5]．

波動関数の係数 Aσ は，散乱行列が Sjℓ = −Tℓj
Tjℓ
と書けることにより，

A123 = +T12T13T23, A132 = −T13T12T32, A213 = −T21T23T13,

A231 = +T23T21T31, A312 = +T31T32T12, A321 = −T32T31T21 (2.32)



とすればよいことが分かる．一般のN の場合には

Aσ = (−1)σ
∏

1≤j<ℓ≤N

Tσjσℓ
= (−1)σ

∏
1≤j<ℓ≤N

(kσj − kσℓ
+ ic) (2.33)

と書ける．

(♯) 周期境界条件～ベーテ方程式

2粒子の場合と同様に周期境界条件を考慮することにより，

eik1L =
∏

ℓ=2,3

Sℓ1, eik2L =
∏

ℓ=3,1

Sℓ2, eik3L =
∏

ℓ=1,2

Sℓ3 (2.34)

を得る．これが 3粒子の場合のベーテ方程式となる．同様にして，一般のN の場合のベーテ方程式は

eikjL =
∏
ℓ ̸=j

Sℓj =
∏
ℓ ̸=j

kj − kℓ + ic

kj − kℓ − ic
(j = 1, 2, · · · , N) (2.35)

となる．これは，j 番目の粒子をリング長 Lだけ一周させたとき，他の全ての粒子と散乱している様子を記述し

ていると読める．

2.2.4 一般の粒子数N の場合

以上の結果をまとめる．領域 x1 < x2 < · · · < xN においてベーテ波動関数を

ψ(x1, x2, · · · , xN ) =
∑

σ∈SN

Aσ exp [i (kσ1x1 + · · ·+ kσN
xN )] ,

Aσ = (−1)σ
∏

1≤j<ℓ≤N

(kσj
− kσℓ

+ ic) (2.36)

で定めると，波数 {k1, · · · , kN}がベーテ方程式

eikjL =
∏
ℓ ̸=j

kj − kℓ + ic

kj − kℓ − ic
(j = 1, 2, · · · , N) (2.37)

を満たすとき固有状態となり，エネルギーと運動量の固有値は

E =

N∑
j=1

k2j , K =

N∑
j=1

kj (2.38)

で与えられる．

2.3 基底状態と励起状態の構成：斥力の場合

ベーテ方程式 (2.37)はたくさんの解をもち，そのひとつひとつがそれぞれ固有状態に対応している．そこで，両

辺の対数を取ることによって分岐を指定し，解を定めよう．そのために，散乱位相因子 θ(k)を

k + ic

k − ic
= −e−iθ(k), θ(k) = 2 arctan

k

c
(2.39)

で定める．これを用いてベーテ方程式 (2.37)の対数をとると

ikjL = 2πinj +
∑
ℓ ̸=j

i{π − θ(kj − kℓ)} (2.40)

となり，整理して

kj =
2π

L
Ij −

1

L

∑
ℓ̸=j

2 arctan
kj − kℓ

c
(2.41)

を得る．ここで nj は任意の整数であり，Ij = nj + (N − 1)/2とおいた．この {I1, · · · , IN}をベーテ量子数と呼
び，粒子数N が偶数のとき半奇整数，N が奇数のとき整数をとる．



図 1: (a) 基底状態，励起状態のベーテ量子数の配置（粒子数 N = 5）(b) 励起状態の分散関係．赤い三角が基底

状態，青い四角が 1-hole励起，緑の丸が 1-particle励起，その他の小さい点は 1 hole-1 particle励起を表す（粒子

数N = 10，c = 100）

斥力相互作用のとき (c > 0)は，互いに相異なるベーテ量子数の組 {I1 < I2 < · · · < IN}を与えると，唯一つの
実数解 {k1 < k2 < · · · < kN}を持つことが証明できる [6, 7]．．すなわち，ベーテ量子数の組と固有状態とが 1対

1に対応している．

まず，基底状態を与えるベーテ量子数を決定しよう．ここで，c→ ∞の極限をとると，ベーテ方程式は kj =
2π
L Ij

となる．エネルギー固有値は E =
∑N

j=1 k
2
j であるから，基底状態を与えるベーテ量子数は 0のまわりにびっしり

詰めたもの

{I1, · · · , IN} =

{
−N − 1

2
,−N − 3

2
, · · · , N − 3

2
,
N − 1

2

}
(2.42)

となることがわかる（図 1(a)一番上参照）．これは，一般の相互作用領域 0 < c <∞でも成り立つことが示せる．
励起状態は，この基底状態のベーテ量子数の配置に孔を空けたり粒子を付け加えることによって構成することが

出来る（図 1(a)参照）．励起の分散関係は図 1(b)のようになる．

2.4 量子ソリトン状態の構成

我々は，前述の 1-hole励起状態を重ね合わせることによって，量子ソリトン状態を構成することに成功した [8, 9]．

以下，これを説明する．粒子数 N，運動量 P = 2πp/L(p = 0, 1, . . . , N − 1)の規格化された 1-hole励起状態を

|P,N⟩と書く．ベーテ量子数は具体的に，

Ij = −(N + 1)/2 + j for 1 ≤ j ≤ N − p

= −(N + 1)/2 + j + 1 for N − p+ 1 ≤ j ≤ N. (2.43)

で与えられる．我々は，位置X = qL/N (0 ≤ q ≤ N − 1)に局在した波束状態 |X,N⟩を，離散フーリエ変換

|X,N⟩ := 1√
N

N−1∑
p=0

exp(−2πipq/N) |P,N⟩ . (2.44)

によって構成し，これが古典ダークソリトンに対応することを発見した．後に，この量子状態の粒子数分布は位

置X にくぼみをもち，古典ダークソリトンのプロファイルと一致することを示す．



3 古典ソリトン

3.1 非線形 Schrödinger方程式

ボース場の演算子 ψ̂(x, t) は，交換関係

[ψ̂(x, t), ψ̂†(x, t)] = δ(x− x′), [ψ̂(x, t), ψ̂(x, t)] = [ψ̂†(x, t), ψ̂†(x, t)] = 0. (3.1)

によって定められる．これを用いて，ハミルトニアン (2.3)を第二量子化表示で表すと，

H =

∫ L

0

dx[∂xψ̂
†∂xψ̂ + cψ̂†ψ̂†ψ̂ψ̂ − µψ̂†ψ̂], (3.2)

となる．ただし，µは化学ポテンシャルである．この系のハイゼンベルクの運動方程式は

i∂tψ̂ = −∂2xψ̂ + 2cψ̂†ψ̂ψ̂ − µψ̂. (3.3)

で与えられる．これは非線形 Schrödinger方程式として広く知られている．

ここで，量子場の演算子 ψ̂(x, t)を複素スカラー場 ψC(x, t)に読み替えると，

i∂tψC = −∂2xψC + 2c|ψC |2ψC − µψC . (3.4)

を得る．これは古典可積分方程式であり，逆散乱法により系統的にソリトン解が構成される [10]．斥力相互作用

c > 0のときはダークソリトン解，引力相互作用 c < 0のときはブライトソリトン解を持つことが知られている．

引力相互作用の場合の量子古典対応は文献 [11] で議論されている．本レポートでは，c > 0を仮定し，ダークソリ

トン解を考える．

3.2 楕円関数解

周期境界条件の場合には方程式 (3.4)は楕円関数解を持つ．以下，添え字 C は省略し，具体的に 1-ソリトン解

を構成する．速度 vで伝播する進行波解を仮定し，ψ(x, t) = ψ(x− vt)とすると，ψt = −vψ′, ψxx = ψ′′ より，

ψ′′ − ivψ′ + µψ − 2c|ψ|2ψ = 0 (3.5)

となる．ただし，下付き添え字はその文字による微分を表すとする．ここで，振幅と位相に対応する実数値関数

ρ(x)と φ(x)を導入して，

ψ(x) =
√
ρ(x)eiφ(x) (3.6)

と書く．これを式 (3.5)に代入して実部と虚部に分けることにより，

(
√
ρ)′′

√
ρ

− (φ′)2 + vφ′ + µ− 2cρ = 0, 2φ′ (
√
ρ)′

√
ρ

+ φ′′ − v
(
√
ρ)′

√
ρ

= 0 (3.7)

を得る．式 (3.7)の第二式を少し計算すると (ρφ′ − vρ/2)′ = 0となり，積分定数をW として

φ′(x) =
v

2
+

W

ρ(x)
(3.8)

を得る．これを式 (3.7)の第一式に代入して
√
ρ(
√
ρ)′ をかけると，

(
√
ρ)′(

√
ρ)′′ +

(
µ+

v2

4

)
√
ρ(
√
ρ)′ −W 2(

√
ρ)−3(

√
ρ)′ − 2c(

√
ρ)3(

√
ρ)′ = 0 (3.9)

となり，一回積分できる．積分定数を V として，

1

2
(
√
ρ
′
)2 +

(
µ

2
+
v2

8

)
(
√
ρ)2 +

W 2

2
(
√
ρ)−2 − c

2
(
√
ρ)4 = V (3.10)

を得る．これを整理して，(
ρ′

2

)2

+ U(ρ) = 0, U(ρ) = −cρ3 +
(
µ+

v2

4

)
ρ2 − 2V ρ+W 2 (3.11)



を得る．これは，ポテンシャル U で運動する一次元粒子のエネルギー保存則とみなすことができて，U(ρ) = 0

の３実解を a1 < a2 < a3 とすると，a1 < ρ < a2 で振動する解があることがわかる．そこで，初期条件として

ρ(x = 0) = a1 として， ∫ ρ

a1

dr√
−U(r)

= 2x, a1 ≤ ρ ≤ a2 (3.12)

を得る．積分変数を

r = a1 + (a2 − a1)z
2, 0 ≤ z ≤ 1 (3.13)

と変換することにより，

2x =
1√
c

∫ ρ

a1

dr√
(r − a1)(a2 − r)(a3 − r)

=
2√

c
√
a3 − a1

sn−1

(√
r − a1
a2 − a1

, k

)
(3.14)

と楕円積分で表される．ただし，母数 kは

k =

√
a2 − a1
a3 − a1

(3.15)

で与えられる．楕円関数の関係式を使って変形すると，

ρ(x) = a3 − (a3 − a1)dn
2
(√
a3 − a1

√
cx, k

)
(3.16)

を得る．また，式 (3.8)を積分して

φ(x) = φ0 +
v

2
x±

√
a2a3√

a1
√
a3 − a1

Π
(
1− a2/a1, am

(√
a3 − a1

√
cx

)
, k
)

(3.17)

を得る．φ0 は任意の定数である．ここで，W = ±√
ca1a2a3 を使った．

4 量子古典対応

以下，量子波束状態 (2.44)と古典ダークソリトン (3.16)(3.17)が一致することを見る．

4.1 粒子数密度分布

まず，量子場理論における粒子数密度の演算子 ρ̂(x)を ρ̂(x) := ψ̂†(x)ψ̂(x)で定める．これの量子波束状態 |X,N⟩
における期待値は，

⟨X,N |ρ̂(x)|X,N⟩ = 1

N

N−1∑
p,p′=0

exp
[
2πi(p− p′)

( x
L

− q

N

)]
⟨P ′, N |ρ̂(0)|P,N⟩ . (4.1)

となる．ここで，形状因子 ⟨P ′, N |ρ̂(0)|P,N⟩ の計算には以下の公式を用いる [12, 13, 14]

⟨P ′, N |ρ̂(0)|P,N⟩ = (−1)N(N+1)/2(P − P ′)

 N∏
j,ℓ=1

1

k′j − kℓ


 N∏

j>ℓ

kj,ℓk
′
j,ℓ

√√√√K̂(k′j,ℓ)

K̂(kj,ℓ)

 detU(k, k′)√
detG(k) detG(k′)

,

(4.2)

ただし,{k1, · · · , kN}と {k′1, · · · , k′N}はそれぞれ |P ⟩と |P ′⟩に対応するベーテ方程式の根である．また，kj,ℓ :=
kj − kℓ, k

′
j,ℓ := k′j − k′ℓ と略記した．核 K̂(k)は K̂(k) = 2c/(k2 + c2)で定義される．Gaudin行列 G(k)は

G(k)j,ℓ = δj,ℓ

[
L+

N∑
m=1

K̂(kj,m)

]
− K̂(kj,ℓ) for j, ℓ = 1, 2, · · · , N. (4.3)

で与えられる．行列 U(k, k′)は

U(k, k′)j,ℓ = 2δjℓIm

[
N∏

a=1

k′a − kj + ic

ka − kj + ic

]
+

∏N
a=1(k

′
a − kj)∏N

a̸=j(ka − kj)

(
K̂(kj,ℓ)− K̂(kN,ℓ)

)
. (4.4)

である．

この公式を用いて粒子数密度分布 (4.1)を計算した結果と，古典ソリトンの振幅 (3.16)を比較した結果を図 2に

示す．結合定数 cが小さい領域で，両者がぴったりと一致していることが分かる．



図 2: N = L = 500における量子波束状態 |X,N⟩の粒子数密度分布 ⟨X,N |ρ̂(x)|X,N⟩ を赤の実線で示す．また，
古典ダークソリトンの振幅 (3.16)を青の破線で示す．c < 1の領域で両者は見事に一致している．

4.2 場の一点関数

続けて，量子場の演算子 ψ̂(x)の一点関数

ψQ(x) := ⟨X ′, N − 1|ψ̂(x)|X,N⟩

=
1√

N(N − 1)

N−1∑
p=0

N−2∑
p′=0

exp
[
2πi(p− p′)

x

L

]
exp

[
−2πi

(
pq

N
− p′q′

N

)]
⟨P ′, N − 1|ψ̂(0)|P,N⟩, (4.5)

を考えよう．以下，q = q′ = 0の場合だけを考える．ここでは略すが，形状因子 ⟨P ′, N − 1|ψ̂(0)|P,N⟩にも，粒
子数密度の場合と同様の行列式公式がある [12, 13, 15, 16] ．この公式を用いて，場の一点関数の位相 Arg[ψQ(x)]

を計算した結果と，古典ソリトンの位相 (3.17)を比較した結果を図 3に示す．両者が完全に一致していることが

分かる．

5 まとめ

本レポートではまず，一次元ボース気体のベーテ仮説による厳密解を紹介した．そして，1-hole励起状態によっ

て量子波束状態を構成できることを示した．次に，古典極限で得られる非線形 Schrödinger方程式の楕円関数解を

紹介し，先に得られた量子波束状態の粒子数密度分布，場の一点関数の位相が，古典ダークソリトンと見事に一

致することを示した．これらの研究は，数値的な評価にとどまっており，両者の対応関係の解析的な議論や，ダイ

ナミクスまで含めた両者の対応付けは，今後の重要な研究課題として残されている．
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