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概 要

Chasと Sullivanによるストリングトポロジーを Felixと Thomasは Gorenstein
空間上へと拡張した。Naitoは、有理ホモトピー論を用いて有理Gorenstein空間上の
双対ループ (余)積について調べ、Frobenius代数の構造があることを示した。また、
双対ループ積と双対ループ余積の両方が非自明にならない例も与えられた。有理ホモ
トピー論で出てくる基本的な用語の定義を確認した後、Naitoの双対ループ積と双対
ループ余積のモデルを紹介し、Naitoの例を一般化して得られた結果について述べる。

1 有理ホモトピー論の準備

この章の内容については, [1], §3, 10–15或いは [2], Chap.2を参照.

テンソル積⊗, Hom函手などは, 断りのない限り, Q上のものを考える.

1.1 DG代数

まず, 基本的な用語を確認しておく.

定義 1.1. (Q上の)次数付きベクトル空間 (graded – )とは, (Q上の)ベクトル空間の族
V = {Vi}i∈Zのこと. v ∈ Viなる元 vを次数 iの斉次元といい, vの次数を i = deg v = |v|
と表す. また, 次数 iの線型射 f : V →W とは, 線型射 fj : Vj →Wj+iの族 {fj}のこと.

各 Viが有限次元のとき, V は有限型 (finite type)であるという.

定義 1.2. 次数付きベクトル空間 V の suspensionとは,

(sV )i := Vi−1

で定まる次数付きベクトル空間 sV のこと. v ∈ Vi−1 に対応する (sV )i の元を sv = ṽで
表す.



定義 1.3. (Q上の)次数付き代数 (graded algebra)とは, (k上の)次数付きベクトル空間
Aであって, 次数 0の結合的な線型射A⊗A→ Aと単位元をもつもののこと. 更に, 次数
付き代数Aが (次数付き)可換 ((graded) commutative)であるとは,

x · y = (−1)|x||y|y · x (x, y ∈ A)

なこと. また, 次数付き代数の射 f : A→ Bとは, 次数 0の線型射であって,

f(x · y) = f(x) · f(y), f(1B) = f(1B)

なもの.

定義 1.4. DG代数 (differential graded algebra, DG algebra)とは, 次数付き代数Aとそ
の上の differential dであって,

d(x · y) = d(x) · y + (−1)|x|x · d(y)

をみたすものの組 (A, d)のこと. また, DG代数の射 f : (A, dA) → (B, dB)とは, 次数付き
代数の射であって,

f ◦ dA = dB ◦ f

なもの.

DG代数 (A, d)に対して, コホモロジーH∗(A, d) := ker d / im dが考えられる.

定義 1.5. コホモロジーに誘導される射H∗(φ)が同型になるような DG代数の射 φを擬
同型 (quasi-isomorphism)とよび,

φ : (A, d)
≃ // (B, d)

と表わす.

例 1.6. 次数付きベクトル空間 V に対して, テンソル代数の商

ΛV := TV/(v ⊗ w − (−1)|v||w|w ⊗ v)

を V 上の自由な次数付き可換代数 (free commutative graded algebra)とよぶ. differential

dが
d(v ∧ w) = dv ∧ w + (−1)|v|v ∧ dw

で定まり, (ΛV, d)はDG代数となる. V の基底が {vα}のとき, ΛV を Λ(vα)とも表わす.

Λ+V :=
⊕
l≥1

ΛlV, ΛlV := {v1 ∧ · · · ∧ vl (vi ∈ V )という形の元の線型結合 }

とおく. 元 v1 ∧ · · · ∧ vl ∈ ΛlV について, この lを語長とよぶ. ΛV = ⊕lΛ
lV である.



定義 1.7. Aを次数付き代数とする. (左)A-加群 ((left) A-module)とは, 次数付き加群M

と次数 0の線型射 φ : A⊗M →M , x⊗m 7→ xmであって, x, y ∈ A, m ∈M に対して,

x(ym) = (xy)m, 1Am = m

なものの組 (M,φ)のこと. 右加群も同様にして定まる. また, 次数 kのA-線型射とは, 次
数 kの線型射 f :M → N であって,

f(xm) = (−1)|f ||x|xf(m)

なもの.

定義 1.8. DG代数 (A, dA)上の (左)加群 (left module)とは, A-加群M とその上の differ-

ential dであって

d(x ·m) = dAx ·m+ (−1)|x|x · dm (x ∈ A,m ∈M)

の組 (M,d)のこと. また, DG代数 (A, dA)上の加群の射 f : (M,dM ) → (N, dN )とは, 次
数付きA-加群の射であって,

f ◦ dM = dN ◦ f

なもの. 右加群も同様にして定まる.

1.2 Sullivan代数と Sullivan模型

Sullivan模型は有理ホモトピー論において特に重要な概念である.

定義 1.9. Sullivan 代数 (Sullivan algebra) とは, DG 代数 (ΛV, d) であって, d に関す
る”nilpotent条件”と呼ばれる次の性質を持つもの：V の次数付き部分空間の増大列

V (0) ⊂ V (1) ⊂ · · · ⊂ V =
∪
k≥0

V (k)

であって
d(V (k)) ⊂ ΛV (k − 1) (k ≥ 1)

をみたすものが存在する.

単体集合に対して次数付き可換なDG代数を対応させる反変函手APL(−)がある. これ
を単連結な空間X の特異チェイン複体 S∗(X)に適用することで得られる次数付き可換な
DG代数をAPL(X)と表わす.



定義 1.10. 次数付き可換なDG代数 (A, d)に対するSullivan模型 (Sullivan model)とは,

Sullivan代数 (ΛV, d)と擬同型

m : (ΛV, d) → (A, d)

の組のこと.

単連結な空間X ついて, APL(X)の Sullivan模型を, X の Sullivan模型という.

定義 1.11. Sullivan代数 (ΛV, d)が極小 (minimal)であるとは,

im d ⊂ Λ+V ∧ Λ+V

なこと.

次はNaitoや我々の結果において重要な概念である.

定義 1.12. Sullivan代数 (ΛV, d)がpureであるとは, 有限生成 (つまり, dimV <∞)かつ

d(V even) = 0, d(V odd) ⊂ ΛV even

なこと.

定義 1.13. DG代数 (A, d)上の左 DG加群 (M,d)を考える. (M,d)が半自由 (semifree)

であるとは, 部分加群の増大列

M(0) ⊂M(1) ⊂ · · · ⊂M =
∪
k≥0

M(k)

であって, M(0)と各M(k)/M(k − 1)がコサイクルを基底とする自由 A加群であること.

また, (A, d)-加群 (N, d)の半自由分解 (semifree resolution)とは, 半自由加群 (M,d)と擬
同型

m : (M,d) → (N, d)

のこと.

次の補題は双対ループ (余)積の模型を考える上で重要である.

補題 1.14. [4]

ε̄ := µ⊗ ε : ΛV ⊗ ΛV ⊗ Λ(sV ) → ΛV

は右ΛV ⊗ΛV -加群としてのΛV の半自由分解である. ここで, µはΛV 上の積, εはΛ(sV )

上の augmentation Λ(sV ) → Qである.

ここで, ”Gorenstein空間”の定義をしておく. C∗(−)をQ上の特異コチェイン代数函手
とする.

定義 1.15. m-次元の有理Gorenstein空間とは, 位相空間X であって,

Ext∗C∗(X)(Q, C
∗(X)) ∼=

{
Q (∗ = m)

{0} (∗ ̸= m)

なもののこと.



2 双対ループ積と双対ループ余積の定義とそれらのモデル

Naitoによる双対ループ積と双対ループ余積のモデルを紹介する. 詳細は [3, 4]を参照.

X をm次元の単連結な有理Gorenstein空間, (ΛV, d)をX の極小 Sullivan模型とする.

道の空間XI と自由閉道空間 LXの極小模型はそれぞれMXI = (ΛV ⊗ΛV ⊗Λ(sV ), D),

MLX = (ΛV ⊗ Λ(sV ), D̄) である.

定義 2.1. 図式
LX LX ×X LXoo //

��

LX × LX

��
X // X ×X

を考える. 右側の四角形は引き戻し図式である. これに付随する Eilenberg-Moore同型を

EM : H∗(P ×C∗(X×X) C
∗(LX × LX)) → H∗(LX ×X LX)

とする. 双対ループ積 (dual loop product, Dlp)とは, 合成

Dlp : H∗(LX)
(comp)∗ // H∗(LX ×X LX)

EM−1∼=
��

H∗(P ×C∗(X×X) C
∗(LX × LX))

(∆!⊗!)∗ // H∗(LX × LX)

のこと.

補題 2.2. Dlpのモデルは

MLX

∼=
��

ΛV ⊗(ΛV )⊗2 MXI MXI ⊗(ΛV )⊗2 MXI≃
ε̄⊗1oo µ̄ // MLX ⊗ΛV MLX

∼=
��

ΛV ⊗(ΛV )⊗2 (MLX)⊗2

ΛV ⊗2 ⊗(ΛV )⊗2 (MLX)⊗2

∼=
��

MXI ⊗(ΛV )⊗2 (MLX)⊗2

≃ ε̄⊗1

OO

∆!⊗1oo

MLX
⊗2

で与えられる.



ここで, ε̄ : MXI → ΛV は (ΛV )⊗2-加群としての半自由分解, µ : ΛV ⊗ ΛV → ΛV は
DG代数 ΛV の積, ∆!は Extm(ΛV )⊗2(ΛV, (ΛV )⊗2)の生成元の代表元.

定義 2.3. 図式
LX × LX LX ×X LXoo //

��

LX

��
X // X ×X

を考える. 右側の四角形は引き戻し図式である. これに付随する Eilenberg-Moore同型を

EM ′ : H∗(P ×C∗(X×X) C
∗(LX)) → H∗(LX ×X LX)

とする. 双対ループ余積 (dual loop coproduct, Dlcop)とは, 合成

Dlcop : H∗(LX × LX)
(incl)∗ // H∗(LX ×X LX)

EM ′−1∼=
��

H∗(P ×C∗(X×X) C
∗(LX))

(∆!⊗!)∗ // H∗(LX)

のこと.

補題 2.4. Dlcopのモデルは

MLX
⊗2

∼=
��

ΛV ⊗2 ⊗(ΛV )⊗4 MXI
⊗2

µ⊗µ′ ζ̄ // ΛV ⊗(ΛV )⊗2 (MXI ⊗(ΛV )⊗2 MXI )

(ΛV )⊗2 ⊗(ΛV )⊗2 (MXI ⊗(ΛV )⊗2 MXI )

∼=
��

MXI ⊗(ΛV )⊗2 (MXI ⊗(ΛV )⊗2 MXI )
∆!⊗1oo

≃ ε̄⊗1

OO

MXI ⊗(ΛV )⊗2 MXI

≃ ε̄⊗1
��

MLX

で与えられる. ここで, µ′ : (ΛV )⊗4 → (ΛV )⊗2は

µ′(a⊗ b⊗ c⊗ d) = (−1)|d|(|b|+|c|)ad⊗ bc (a, b, c, d ∈ ΛV :斉次元)

で定まる写像,

ζ̄ : MXI ⊗MXI ↠ MXI ⊗(ΛV )⊗2 MXI

は自然な商写像である.



3 双対ループ (余)積の計算について

有理 Gorenstein空間 X 上の双対ループ余積に関して, 特に X が多様体のときは双対
ループ余積が, 分類空間のときは双対ループ積が自明になることが知られている. 一方で,

Naitoは対角作用による Borel構成 ES1 ×S1 CP 2では双対ループ積も双対ループ余積も
非自明になることを具体的に計算して示した. そこで, その例の一般化を考え, 双対ループ
積と双対ループ余積の非自明性を示す.

極小模型を用いて双対ループ (余)積を具体的に計算するためには

1. 自由ループ空間のコホモロジーH∗(LX;Q)の基底の代表元を極小模型 (ΛV, d)のコ
サイクルを用いて記述すること

2. 双対ループ (余)積の定義 (§2)において現れた各 ε̄⊗ 1に対する切断を与えること

3. Ext2n+1
(ΛV )⊗2(ΛV, (ΛV )⊗2) ∼= Qの生成元∆!を１つ与えること

の３つを解決する必要がある. lifting lemmaにより, 2の sectionが存在することがわかり,

その構成も lifting lemmaの証明からの類推で出来る. また, 3の∆!の構成には Naitoの
一般的な構成がある. 双対ループ (余)積の自明性/非自明性については, 構成した∆!の形
を観察して, ある特別な形の元の行き先をみればよい.

定理 3.1. Sullivan代数 (ΛV, d)を,

V = ⟨u0, u1, · · · , un, v⟩Q

|ui| = 2, |v| = 2n+ 1

dui = 0, dv = u0u1 · · ·un

によって定める. この (ΛV, d)を極小 Sullivan模型にもつ 2n+1次元の有理Gorenstein空
間X を考える. このとき,

1. ある非自明なコホモロジー類 [γn]に対して, a(j), b(j) ∈ ΛV を用いて

Dlp([γn]) =

n∑
j=0

a(j)ũ0 · · · ˇ̃uj · · · ũn ⊗ ũ0 · · · ũn + b(j)ũ0 · · · ũn ⊗ ũ0 · · · ˇ̃uj · · · ũn

と表わせる.

2. 双対ループ余積は非自明である.

本題に入る前に, 以下のことを確認しておく.



道の空間XI のモデルMXI の differential D は,

D(x⊗ 1⊗ 1) = d(x)⊗ 1⊗ 1, D(1⊗ x⊗ 1) = 1⊗ d(x)⊗ 1,

D(1⊗ 1⊗ ũi) = (−ui ⊗ 1 + 1⊗ ui)⊗ 1,

D(1⊗ 1⊗ ṽ) = (−v ⊗ 1 + 1⊗ v)⊗ 1−
n∑

k=0

fk ⊗ ũk

where fk =
∑
I,J

p! q!

(n+ 1)!
uI ⊗ uJ

で与えられる. ただし, uI = ui1 · · ·uip であり, I = (i1, · · · , ip)と J = (j1, · · · , jq)は

I ⊔ J = {0, 1, · · · , ǩ, · · · , n}

をみたすように動くものとする. また, 自由閉道空間 LXのモデルMLX において, differ-

ential D̄ は

D̄(ui ⊗ 1) = 0, D̄(1⊗ ũi) = 0,

D̄(v ⊗ 1) = u0 · · ·un ⊗ 1,

D̄(1⊗ ṽ) = −
n∑

k=0

u0 · · · ǔk · · ·un ⊗ ũk

で与えられる.

今, (ΛV, d)は pureな Sullivan代数である. Naitoは一般の pureな Sullivan代数 (ΛW,d)

に対して, Ext∗(ΛW )⊗2(ΛW, (ΛW )⊗2) ∼= Qの生成元の代表元の構成を与えた [3](Lemma

6.4). これに従って, 次数 nの右 ΛV ⊗ ΛV -加群の射

∆! : (ΛV ⊗ ΛV ⊗ Λ(sV ), D) → (ΛV ⊗ ΛV, d)

を

1. ∆!(ũ0 · · · ũn) := −v ⊗ 1 + 1⊗ v,

2. ∆!(ũ0 · · · ˇ̃ui · · · ũn) := (−1)n+ifi (i = 0, 1, · · · , n),

3. ∆!(ũI ṽ
i) := 0 (#I ≤ n− 1, 0 ≤ i)

で定めると, [∆!]は Extn(ΛV )⊗2(ΛV, (ΛV )⊗2) ∼= Qの生成元である.

次の記号を導入する.

定義 3.2. V の元の組 x1, · · · , xnに対して, ΛV ⊗ ΛV ⊗ Λ(sV )の元を

A(x1, · · · , xn) :=
n∑

j=1

x1 · · ·xj−1 ⊗ xj+1 · · ·xn ⊗ x̃j

と定める.



3.1 双対ループ積の非自明性について

Dlpのモデル (2.2)おける各 ε̄⊗ 1に対する切断は次で与えられる.

補題 3.3. φ : MLX → ΛV ⊗ ΛV ⊗ Λ(sV )⊗ Λ(sV )を

φ(x⊗ 1) := 1⊗ x⊗ 1⊗ 1, (x ∈ ΛV ),

φ(1⊗ ũi) := 1⊗ 1⊗ ũi ⊗ 1 + 1⊗ 1⊗ 1⊗ ũi, (i = 0, · · · , n),

φ(1⊗ ṽ) := 1⊗ 1⊗ ṽ ⊗ 1 + 1⊗ 1⊗ 1⊗ ṽ −
∑
j ̸=k

Fj,k ⊗ (ũj ũk ⊗ 1 + ũj ⊗ ũk),

Fj,k :=

∫ 1

0

 ∏
i<j,i̸=k

(1⊗ ui)
∏

j<i,i ̸=k

{(1− t)1⊗ ui + tui ⊗ 1}

 tdt

ψ : ΛV ⊗ Λ(sV )⊗ Λ(sV ) → ΛV ⊗ ΛV ⊗ Λ(sV )⊗ Λ(sV )⊗ Λ(sV )

を

ψ(x⊗ 1⊗ 1) := 1⊗ x⊗ 1⊗ 1⊗ 1, (x ∈ ΛV ),

ψ(1⊗ ũi ⊗ 1) := 1⊗ 1⊗ 1⊗ ũi ⊗ 1,

ψ(1⊗ ṽ ⊗ 1) := 1⊗ 1⊗ 1⊗ ṽ ⊗ 1−
n∑

k=0

A(u0, · · · , ǔk, · · · , un)⊗ ũk ⊗ 1,

ψ(1⊗ 1⊗ ỹ) := 1⊗ 1⊗ 1⊗ 1⊗ ỹ, (ỹ ∈ Λ(sV ) ⊂ MLX)

と定めると, これらはDG代数の射であり, 各 ε̄⊗ 1 の切断である.

定理 3.4. ある非自明なコホモロジー類 [γn]に対して, a(j), b(j) ∈ ΛV を用いて

Dlp([γn]) =

n∑
j=0

a(j)ũ0 · · · ˇ̃uj · · · ũn ⊗ ũ0 · · · ũn + b(j)ũ0 · · · ũn ⊗ ũ0 · · · ˇ̃uj · · · ũn

と表わせる.

予想 3.5. Dlpは非自明である.

3.2 双対ループ余積の非自明性について

Dlcopのモデル (2.4)における ε̄⊗ 1に対する sectionは次で与えられる.



補題 3.6. η : ΛV ⊗ Λ(sV )⊗ Λ(sV ) → ΛV ⊗ ΛV ⊗ Λ(sV )⊗ Λ(sV )⊗ Λ(sV )を

η(x⊗ (1⊗ 1)) := (1⊗ x⊗ 1)⊗ (1⊗ 1), (x ∈ ΛV ),

η(1⊗ (ũi ⊗ 1)) := 1⊗ (ũi ⊗ 1)− (1⊗ 1⊗ ũi)⊗ (1⊗ 1),

η(1⊗ (1⊗ ũi)) := 1⊗ (1⊗ ũi) + (1⊗ 1⊗ ũi)⊗ (1⊗ 1),

η(1⊗ (ṽ ⊗ 1)) := 1⊗ (ṽ ⊗ 1)− (1⊗ 1⊗ ṽ)⊗ (1⊗ 1)

−
∑
j ̸=k

Fj,k ⊗ (ũj ũk ⊗ 1⊗ 1 + ũj ⊗ ũk ⊗ 1),

η(1⊗ (1⊗ ṽ)) := 1⊗ (1⊗ ṽ) + (1⊗ 1⊗ ṽ)⊗ (1⊗ 1)

−
∑
j ̸=k

Fj,k ⊗ (ũj ũk ⊗ 1⊗ 1 + ũj ⊗ 1⊗ ũk)

と定めると, これはDG代数の射であり, 求める切断となっている. ここで, Fj,kは補題 3.3

で定めたもの.

定理 3.7. Dlcop は非自明である. 実際,

Dlcop(1⊗ ũ0 · · · ˇ̃uk · · · ũn) =(−1)nu0 · · · ǔj · · ·un ⊗ 1

̸=0, (k = 0, 1, · · · , n)

である.

注 3.8. 上の議論において, 切断の取り方は一意ではない. 故に, 切断の取り方を変えれば
DlpやDlcopを今回得られた結果より簡潔に記述出来る可能性がある.
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