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1 序論

本稿では, ベンジャミン・オノ方程式と呼ばれる次の偏微分方程式を考える.
{
∂tu+H∂xxu+ uux = 0 (t ∈ R, x ∈ R)

u(0, x) = u0(x)

ここでH は, ヒルベルト変換である. 計算すれば容易に分かるように, uがベンジャミン・オノ方程式

の解であるとき, λu(λ2 t , λ x)もまた解である (スケール普遍性). ソボレフ空間 Hs(R)における初

期値問題の適切性については, [2], [4], [5] などの結果がある. [4]では s > 5/4, [2]では s > 9/8, [5]

では s ≥ 1に対する適切性が示された. 以上の結果を基にして, ベゾフ空間における初期値問題の適

切性を調べるという発想は自然である. そこで, 本稿ではベンジャミン・オノ方程式のベゾフ空間にお

ける適切性を扱う.

ベゾフ空間を定義するために, まずはリトルウッド・ペイリー作用素の定義を述べる.

定義 1 (リトルウッド・ペイリー作用素). {ϕj}
∞
j=0 ⊂ C∞

0 は, 以下を満たすとする:

suppϕ0 ⊂ [−2, 2], suppϕj ⊂ [2j−1, 2j+1] (j ≥ 1)
∞∑

j=0

ϕj = 1.

この {ϕj}
∞
j=0 に対して, リトルウッド・ペイリー作用素∆j , ∆̃j を

F∆j = ϕj F

∆̃j = ∆j−1 +∆j +∆j+1

と定める.

∆j を用いてベゾフ空間が定義できる.

定義 2 (ベゾフ空間). ベゾフノルム ‖ · ‖Bs
p,q
とベゾフ空間 Bs

p,q(R)を以下で定義する:

‖f‖Bs
p,q

= ‖∆0f‖Lp +




∞∑

j=1

2jsq‖∆jf‖
q
Lp




1

q

,

Bs
p,q(R) = {f ∈ S ′ ; ‖f‖Bs

p,q
< ∞}.

以下, Bs
p,q(R)を Bs

p,q と書く. このとき, Hs と Bs
2,2 は同型であることが知られている. 従って, 特に

1

c
‖f‖Hs ≤ ‖∆0f‖L2 +




∞∑

j=1

22js‖∆jf‖
2
L2




1

2

≤ c‖f‖Hs

が成り立っている. [2], [4]ではこの同値性を利用し, 各∆juの評価から ‖u‖Hs の評価を得ている. こ

のように ∆juの形で議論を進めるため, ベゾフ空間 Bs
2,1 においても同じような議論で初期値問題の

適切性が言えるのではないかと期待できる.



2 主結果

このような考察を基にして, ベンジャミン・オノ方程式の B
9/8
2,1 における時間局所適切性を示した.

正確には次の結果である.

定理 1. 任意の u0 ∈ B
9/8
2,1 に対して, T ≥ c‖u0‖

−4

B
9/8
2,1

と以下を満たすベンジャミン・オノ方程式の解

uが一意的に存在する:

u ∈ C([0, T ] : B
9/8
2,1 ), ∂xu ∈ L1([0, T ] : L∞).

また, 任意の R > 0 に対して, 解作用素 u0 7→ u(t) は {u0 ∈ B
9/8
2,1 : ‖u0‖B9/8

2,1
< R} から C([0, T ] :

B
9/8
2,1 ) への作用素として連続である.

以下, 証明の方針と核となる評価について述べる. まず, 次のエネルギー型の不等式が重要である.

補題 1. s > 0とし, uをベンジャミン・オノ方程式の滑らかな解とする. このとき,

‖u‖L∞

T :Bs
2,1

≤ c ‖u0‖Bs
2,1

exp
(
c‖∂xu‖L1

T :L∞

)

が成立する.

もし s > 1であれば, この不等式は微分が s− 1回分だけ下がったことを意味する. また, 初期値 u0,n

に対する解を un としたとき, ‖u0,n‖B9/8
2,1

≤ cかつ ‖∂xun‖L1

T :L∞ ≤ cであれば, ‖un‖L∞

T :Bs
2,1

≤ cが

成り立つことも分かる. ベンジャミン・オノ方程式はスケール普遍性を持つので, 初期値が十分小さ

い場合を考えれば十分である. 定理 1 の証明の方針は, ‖u0‖B9/8
2,1
が十分小さい初期値の族に対して

‖∂xu‖L1

T :L∞ が一様に有界になることを示し, コンパクト性の議論を用いるというものである. 従っ

て, ‖∂xu‖L1

T :L∞ に対する評価が重要である. [2]では, Hs(s > 9/8)に対する同様の定理が示されて

おり, ‖∂xu‖L1

T :L∞ に対する評価の中で local smoothing effect と呼ばれる評価式が本質的な役割を

果たしている. そこでの local smoothing effectはリトルウッド・ペイリー分解する前の元々の関数

に対するものであるが, ベゾフ空間の場合に適用するには ∆juに対する local smoothing effectが必

要である. この要請から, [3]の議論を基にして以下の不等式を導いた.

補題 2. ベンジャミン・オノ方程式の滑らかな解 uに対して次が成り立つ:

(∫ T

0

∫

R

|D1/2
x ∂x∆ju(x, t)|

2χ′
k(x)dx dt

) 1

2

≤ c
(
1 + ‖∂xu‖L1

T :L∞ + ‖u‖Hl

)
2j
∑

i≥j−3

‖∆iu‖L∞

T :L2 .

ここで, χ は非減少かつ χ′ のサポートが (−1, 2) に含まれ [0, 1] 上 χ′ = 1 となるような関数で,

χk(x) = χ(x− k) (k ∈ Z)である. また, l > 1/2である.

補題 2は微分が 1/2回分だけ下がったことを表している. この補題を用いれば, 後は [2]とほとんど同

様の議論で定理が証明できる. 以下, この補題の証明を述べる. まず, 次の二つの補題が必要である.

補題 3 (J. Ginibre and G. Velo [1]). h ∈ C∞(R)とし, h′ はコンパクトサポートを持つとする. こ

のとき,
∫

R

f (Dx∂x f)h dx =

∫

R

(D1/2
x f)2 h′ dx +

∫

R

f R(h)f dx

が成り立つ. ただし R(h)は, ‖R(h)f‖L2 ≤ c ‖D̂xh′‖L1 ‖f‖L2 .を満たす.

補題 4 (H. Koch and N. Tzvetkov [4]).

‖∂x∆j [f g] − f ∂x∆jg‖L2 ≤ c‖∂xf‖L∞ ‖g‖L2



ここで, cは j に依存しない.

補題 2の証明. {ϕj}
∞
j=0 ⊂ C∞

0 をうまくとると ∆j = ∆j∆̃j が成り立つようにできるので, 以下では

それを仮定する. uは以下を満たす.

∂tu+Dx∂xu+ uux = 0

∂x∆j を作用させて,

∂t∂x∆ju+Dx∂x∂x∆ju+ ∂x∆j [uux] = 0

が成り立つ. さらに, ∂x∆juχk をかけて積分すると補題 3より,

d

dt

∫

R

(∂x∆ju)
2
χk +

∫

R

(D1/2
x f)2 χ′

k dx

+

∫

R

f R(χk)f dx +

∫

R

∂x∆j [uux] ∂x∆juχk = 0

となる. 時間に関して積分し移項すれば, 不等式の左辺が出てくる. ヘルダーの不等式を考えれば, 最

後の項だけが問題であることが分かる. そこで最後の項に対する評価を与える.

∂x∆j [uux] =∂x∆j [u (1− ∆̃j)ux] + u ∂x∂x∆ju

+ ∂x∆j [u ∂x∆̃ju] − u ∂x∆j∂x∆̃ju

と分解する.

∆j [u (1− ∆̃j)ux] =
∑

i≥j−3

∆j [∆iu (1− ∆̃j)ux]

より, 一項目は問題ない. 二項目は部分積分法によって処理できる. 残りに対して, 補題 4 を f = u,

g = ∂x∆̃ju として適用すれば証明が完了する.
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