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1 序論

次の空間 3次元上の時間減衰する重みが非線形項についた, 非線形波動方程式を考える.

2u(x, t) = (1 + t)−(p−1)|u(x, t)|p, (x, t) ∈ R3 × [0,∞) (1.1)

u(x, 0) = ϵf(x), ut(x, 0) = ϵg(x), x ∈ R3 (1.2)

ここで, p > 1, f, g ∈ C∞
0 (R3)(f ̸≡ 0または g ̸≡ 0), ϵ > 0 とし, 2 を次で定義する.

2 = ∂2
t −

3∑
i=1

∂2
xi

さらに, 初期値 f(x), g(x) の台が半径 ρ の球の中に含まれていると仮定する.

f(x) = g(x) = 0 |x| > ρ

本研究の目的の 1 つ目は, ϵ を十分小さくした場合に, (1.1), (1.2) の時間大域解の存在と非存在を明ら
かにすることである. 具体的には, ある critical exponent p∗ が存在して p > p∗ のとき, 十分小さい ϵ に
対して (1.1), (1.2) の時間大域解が存在し, p ≤ p∗ のとき, 解が有限時刻で爆発することを示す. 2つ目
は, (1.1), (1.2) の爆発解のライフスパン T (ϵ) を求めることである. ライフスパン T (ϵ) とは解の最大存
在時間で, 解 u が存在する最大の T である.

(1.1), (1.2) の解として, p < 2 のときは, 次の積分方程式の解 u(x, t) ∈ C1(R3 × [0,∞)) を考える.

u(x, t) = u0(x, t) + Lϕ(x, t) (1.3)

ここで, u0 は線形波動方程式 2u(x, t) = 0 と初期条件 (1.2) を満たす解で, 作用素 L と ϕ(t, u) を次で
定義する.

Lw(x, t) =
1

4π

∫ t

0
ds(t− s)

∫
|η|=1

w(x+ (t− s)η, s)dωη,

ϕ(t, u) = (1 + t)−(p−1)|u|p.

p ≥ 2 のときは, (1.3) の解 u(x, t) ∈ C2(R3 × [0,∞)) は (1.1), (1.2) の解となっている.

次の半線形波動方程式 (1.4), (1.5) について, 1979年に F.John [3] は ϵ を十分小さくした場合の時間
大域解の存在と非存在に関する研究を n = 3 のときに関して行なった.

2v(x, t) = |v(x, t)|p, (x, t) ∈ Rn × [0,∞) (1.4)

v(x, 0) = ϵf(x), vt(x, 0) = ϵg(x), x ∈ Rn. (1.5)



具体的には, [3] で次が示されている.

p > 1 +
√

2, ϵ << 1 ⇒ T (ϵ) = ∞
1 < p < 1 +

√
2 ⇒ T (ϵ) < ∞

T.Kato [4] は n = 1 のとき, p > 1 に対して大域解の非存在について示した. 他の次元において Strauss

[6] は次の予想を立てた.

p > p0(n), ϵ << 1 ⇒ T (ϵ) = ∞
1 < p ≤ p0(n) ⇒ T (ϵ) < ∞

ここで p0(n) :=
n+1+

√
n2+10n−7

2(n−1) (n ≥ 2) である. その後, R.T.Glassey [2] が 1980年に n = 2 の場合,

T.S.Sideris [5] が 1984年に n = 4 の場合に, Strauss の予想が正しいことを示している. Strauss 指数と

呼ばれる p0(n) は, 具体的には, p0(1) = ∞, p0(2) =
3+
√

17

2 , p0(3) = 1 +
√

2, p0(4) = 2, p0(5) =
3+
√

17

4 ,

· · · と空間次元が大きくなるほど小さくなる. これは, (1.4), (1.5) に対応する線形方程式の解 u0(x, t) の
減衰オーダーが

|u0(x, t)| < C

t
1
2
(n−1)

C :定数

と次元が高くなるほど早く減衰することに起因している.

ライフスパンに関しては, [3] で n = 3, p = 2 のときに,次のような評価が得られている.

Aϵ−2 < T (ϵ) < Bϵ−2

2 主定理

今回, 次のような結果が得られた.

定理 2.1. p >
3+
√

17

4 = p0(5) のとき, ϵ が十分小さいならば, (1.1), (1.2) の時間大域解が存在し,

1 < p ≤ 3+
√

17

4 のとき, 解は有限時刻で爆発する.

D’abbico, Lucente, Reissing [1] によって, p > p0(5) のとき, f(x), g(x) が球対称と仮定して, ϵ が十分
小さいならば時間大域解が存在し, f(x), g(x) ≥ 0 のとき, 1 < p ≤ p0(5) ならば有限時刻で爆発するこ
とが示されている.また, [1] ではライフスパンの評価は得られていなかったが, 今回は次のライフスパン
に関する評価が得られた.

定理 2.2. 3
2 < p <

3+
√

17

4 のとき, ある A,B, ϵ0 > 0 が存在して, (1.1), (1.2) の解のライフスパンに関
して, 次が成立する.

Aϵ
− p(p−1)

γ(p) < T (ϵ) < Bϵ
− p(p−1)

γ(p) (0 < ϵ < ϵ0) (2.1)

ここで, γ(p) = −2p2 + 3p+ 1
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