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1 始めに

ここでは,非相対論的な粒子が場と相互作用する系の Hamiltonianを Hilbert空間上の作用素

として表現したとき，この作用素が自己共役作用素となっているかという事について解説する．

量子論の公理の一つとして, 物理量はある Hilbert空間上の自己共役作用素として表わされると

いうものがある（この辺の量子力学,場の量子論の公理について詳しくは [vN, EA, BLOT]等を

参照のこと．）Hamiltonianは物理系を記述する重要な物理量であるので, 適当な空間上で表現さ

れた Hamiltonianが自己共役作用素であることを示す必要がある．ここで自己共役性の定義を

確認しておく．Hilbert空間上の (有界とは限らない）線形作用素 T が自己共役であるとは，T

とその共役作用素 T� がそれぞれの定義域 DpT q，DpT�q も含めて一致することである．また,

線形作用素 T が対称作用素であるとは, 任意の ϕ P DpT qに対して T�ϕ � Tϕ となることであ

る．有限次元の場合は自己共役性, 対称性はともに行列のエルミート性と等しいが，無限次元の

場合，これらの性質には大きな差が有る．自己共役作用素は，定義から明らかに対称作用素であ

るが逆は成立しない．

非相対論的な粒子と場が相互作用するモデルの話に移ろう．このようなモデルには Nelson,

Pauli-Fiertz, 一般化されたスピンボソンモデル, Dirac-Maxwell型といった重要なモデルがいく

つかある．今回は, [AH] により導入された一般化されたスピンボソンモデル (以下，GSB モデ

ル) の自己共役性について考える (他のモデルの詳細について知りたい方は [Hir] 及びそこにあ

がっている文献等を参照のこと）.

2 準備

まず, いくつかの用語を定義しておく．ここではあまり詳細に立ち入らず定義を確認するだけ

にとどめておく．詳しくは [Ara00a, Ara00b, RS]等を見て戴きたい．

定義 2.1. 複素 Hilbert空間 Kに対して, ボソンフォック空間FbpKqを次により定める.
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(bs は対称テンソル積である). FbpKq上の閉作用素として次の性質を持つ生成作用素 apfq� 存



在する.

�
apfq�ψ�p0q � 0,
�
apfq�ψ�pnq � ?

nSn

�
f b ψpn�1q

	
, pn ¥ 1q.

また, 消滅作用素 apfqを apfq � papfq�q� により定める．この時, Segalの場の作用素と呼ばれ

る自己共役作用素 ϕpfqが
ϕpfq� apfq � apfq�?
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により定まる.ここで, Aは作用素 Aの閉包を表す.

注 2.2. 生成・消滅作用素は次の正準交換関係を満たす.

rapfq, apgq�s � xf , gy, rapfq, apgqs � 0, rapfq�, apgq�s � 0

又, Segalの場の作用素は次のWeyl関係を満たす.

eiϕpfqeiϕpgq � ei Im xf , gyeiϕpgqeiϕpfq, f, g P K,

定義 2.3. K上の作用素 Sに対して, フォック空間Fb 上の第 2量子化作用素 dΓpSqを以下によ
り定める.
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である.

注 2.4. Sが自己共役または非負の作用素である時, 第 2量子化作用素 dΓpSqも自己共役または
非負の作用素となる.

3 GSBモデルと自己共役性

H と K を複素 Hilbert空間とする．量子場と相互作用する量子系を表現する Hilbert空間と

して次のものを考える.
F � HbFbpKq. (1)

Aを H上の下に有界な自己共役作用素, Bj pj � 1, . . . , nqを H上の A1{2-有界な自己共役作用

素，即ち，各 j に対して定数 aj ¥ 0，bj ¥ 0が存在して

}Bjψ} ¤ aj}Aψ} � bj}ψ}, ψ P DpBjq



を満たす．W を K上の単射, 非負な自己共役作用素とする. 又 gj P DpW�1{2q , λ P Rとする.

この時, F 上の作用素として GSBモデルのハミルトニアン Hpλqを次により定める.

Hpλq� Ab I � I b dΓpW q � λ
ļ

j�1

Bj b ϕpgjq. (2)

GSBモデルのハミルトニアンが上により定義できた．之の作用素が対称作用素である事は直

に分るが，自己共役作用素であるかは全く自明ではない．しかし，A � dΓpW qが自己共役作用
素であるので，

°
Bj b ϕpgjqの部分を摂動項として Kato-Rellichの定理を用いることにより λ

が十分小さい時に Hpλqが自己共役作用素である事が分る．
次に，fk P DpW�1{2q XDpW qをとり，Hpλqに対してより高次の摂動を加えた

Hpλ, µq� Hpλq � µ
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を考えてみる．この場合は [MS]等により ϕ2pfkqが dΓpW qに対して相対有界であることを用い
て，Hpλ, 0qが下に有界な自己共役作用素であれば，Hpλ, µqも下に有界な自己共役作用素とな
ることが知られている．そこで，更に高次の摂動を加えた

Hpλ, κ, nq� Hpλq � κ
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を考えてみる．n ¥ 3の場合，ϕ2npfkqは dΓpW qに対して相対有界とならないので，Hpλ, κ, nq
が（本質的に）自己共役作用素となるかは全く非自明である．これに対して，部分的に次の結果

が得られる．

定理 3.1. n � 3, 4, 5のとき，Hpλqが下に有界な自己共役作用素ならば，Hpλ, κ, nqも下に有
界な自己共役作用素となる

一般の nで上記の定理が成立すると思われるが，今のところ nが小さい場合に具体的に計算

することでしか分からないために，一般の場合は不明である．
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