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Abstract

数理ファイナンスにおける研究分野の一つであるクレジットデリバティブで,倒産確率の数理モデル
化の際に,ハザードレートを用いる方法がある.そこでハザードレートを観測できない確率微分方程式に
従うとする場合がよく考えられるが,実際にはハザードレートやその確率微分方程式を推定する必要があ
り,一般に推定誤差が含まれる. 本研究ではそのパラメータ推定誤差や,フィルタリングを用いたハザー
ドレートの推定誤差がクレジットデリバティブに与える影響を考察する.

1 はじめに

1.1 クレジットデリバティブ

本研究は確率解析のファイナンスへの応用と言えるが,初めにクレジットデリバティブと数学がどのよ
うに関わるかについて説明する.クレジットデリバティブとは,簡単に言ってしまえば企業や国の倒産 (デ
フォルト)のリスクに関係する金融商品のことである. クレジットデリバティブの中には様々な種類の金
融派生商品が存在するが,ここでは最も簡単な例としてクレジットデフォルトスワップ (CDS)を紹介する.
例えばある会社 A が会社 Bから借金をしている場合を考えよう. その時,会社 A がデフォルトすれば,会
社 Bは借金が返済されないために損失を被る. この損失のリスクが,先に述べたデフォルトのリスクであ
り,このリスクを解消するのが CDSである.具体的には, CDSとは金融機関 Cがデフォルトによる会社 B
の損失を肩代わりする代わりに,契約時に CDSの契約料,定期的にスプレッドと呼ばれる手数料を会社 B
から受け取る契約である.被保険者を会社 A とした生命保険であると考えれば想像しやすいであろう.ま
た補足として,クレジットデリバティブにおいて会社 A のことを参照体と呼ぶが,参照体が複数の企業で
構成される場合もあり,そのような場合は参照体同士の倒産時刻の相関も考える必要がある. ここで問題
となるのは CDSの契約料とスプレッドをどのようにして決めるかである. そこで実際に金融機関は数学
を用いてモデルを作り,これらの値を計算しているわけである.
この様なクレジットデリバティブで重要となるデフォルトに対する数理モデルには,大きく分けて構造
型モデルと誘導型モデルと呼ばれる二つのモデルがあるが,本研究では誘導型モデルについて考える. 誘
導型モデルでは企業のデフォルトは,ランダムに突発的に起こることを仮定しており,デフォルト強度と呼
ばれるデフォルトの起こりやすさを表すパラメータに依存している.よってデフォルト強度がクレジット
デリバティブの価値やスプレッドの計算に影響を及ぼす. しかしながら,デフォルト強度は金融市場から
直接観測できるパラメータではなく,観測できる情報から推定しなければならない. よってその推定誤差
の影響は応用上重要なものと考えられる. Hebiguchi et al. [4]ではデフォルト強度の推定誤差がクレジット
デリバティブを売り出した金融機関のポートフォリオに与える影響について調べている.前述の説明では,
クレジットデリバティブを倒産のリスクを解消する手段として説明したが,一部のクレジットデリバティ
ブには株のように市場が存在し,投資目的での売買も盛んに行われている.従って,一部のクレジットデリ
バティブやスプレッドの市場価格については観測可能であり,推定にはこれらを利用する. ただし先に述
べたクレジットデリバティブやスプレッドとは別物である.より詳しいクレジットデリバティブの説明や
モデリングについては [2] などがある.



1.2 研究概要

Frey, Runggaldier[7]で,流通市場から得られる,参照体のクレジットデリバティブの価値またはスプレッ
ドの情報と,デフォルトの有無に関する情報の二つを用いた連続時間のフィルタリングによるデフォルト
強度の推定手法が提案された. そこではデフォルト強度は観測不可能なマルコフ過程に依存しており,観
測されるクレジットデリバティブまたはスプレッドの情報がそのマルコフ過程に基づいた値であるとして
いる.
このような隠れマルコフと呼ばれる不完全な情報を用いたフィルタリング問題は,古くから応用分野で
用いられており,数理ファイナンスの分野でも度々用いられている. [7]では,デフォルト強度のファクタ過
程に Frey, Schmidt (FS) [6] で提案された FSモデルと呼ばれるマルコフ連鎖に依存した連続な確率過程の
モデルを用いている. このモデルはファクタ過程自身がフィルタリング問題の解であり,デフォルト強度
の伝播についてもフィルトレーションが与える影響で表現することが可能である. その一方で,このモデ
ルのデータから推定されるパラメータは,その構造から推定誤差が含まれる. 実際に数値としてデフォル
ト強度の推定結果を得るにあたり,ファクタ過程のパラメータの推定誤差がどの程度フィルタリングの結
果に影響を及ぼすかは重要であり,しばしば研究対象となるが,この FSモデルについては先行研究では触
れられていない.そこで本研究では [7]で提案されたデフォルト強度の推定方法において,パラメータの誤
差がフィルタリングに与える影響について考察する. また,本研究のフィルタリングによる推定量は一般
的に確率偏微分方程式に従うことが知られており,一般に解析解を求めることはまれである. そこで数値
的に推定値を求めることに伴い生じる,時間の離散化が与える影響についても考える.
ファイナンスにおける確率解析などの理論の書籍としては [10],フィルタリングや隠れマルコフについ
ての書籍としては [8] などがある.

2 観測過程とデフォルト強度の推定値

この節で投資家が観測できる情報を数学的に構築し,デフォルト強度の推定値を定義する.フィルトレー
ション付き完備確率空間を (Ω,F , {Ft},P)として,この節で現れる確率過程は {Ft}−適合であるとする. た
だし Ft は usual conditionを満たすとする. ここでは参照体の数を mとしたクレジットポートフォリオを
考える.参照体 i のデフォルト時刻を {Ft}−停止時刻 τi として,

Y = (Yt,1, . . . ,Yt,m)t≥0, Yt,i = 1{τi≤t},

とする.ここで 1Aは集合 Aに対する定義関数とする.観測過程 Yはある確率微分方程式に従うが,長くな
るため詳細は [7]を参照して頂きたい.また Yから生成されるフィルトレーションをHt = σ(Ys : s≤ t)と
する. つまり観測過程 Y がデフォルトの情報であり, Y は {Ht}−適合である. また τi は {Ht}−停止時刻で
もある. Zは前述したクレジットデリバティブ市場から得られる,とあるクレジットデリバティブに関する
観測過程であり,次の l 次元確率過程で与えられるとする.

dZt = at(pt)dt+ vdβt.

ここで状態空間 Sp ⊂ Rdとし, p = (pt)t≥0はデフォルト強度に影響を与える連続時間のファクタ過程であ
り, {Ft}−適合な Sp−値マルコフ過程である. βは l 次元 {Ft}−ブラウン運動で p,Y と独立である. 更に v
は l 次正則行列で, at : Ω × Sp → Rl はHt−可測で連続かつ有界である. ∆ > 0とすると,実際の観測値は
離散時間 tk = k∆に ztk として観測される. Z から生成される F Z

t = σ(Zs : s≤ t)とし, F I
t = Ht ∨ F Z

t ⊂ Ft

と表す.この F I
t が投資家が用いることができるフィルトレーションになる.さらにデフォルト強度のシグ

ナルは λ(pt)とする.ただし, λ(·)は既知な可測関数とする.よってデフォルト強度の情報 F I
t の下での推定

量は次の式で表される.

πtλ := E[λ(pt)|F I
t ].

この推定量は平均二乗誤差 E[|λ(pt) − z|2]を最小にする z ∈ L2(Ω,F I
t ,P)であり,一般に λ(pt)の非線形フィ

ルタと呼ばれる.この推定量を求めることが本研究の目的の一つである

3 FSモデルとデフォルト強度

FSモデルの概要を与える. 詳細については [7], [6] を参照して頂きたい. ここではフィルトレーション
付き完備確率空間を (Ω,F , {F̃t},P)とする.ただし F̃tは usual conditionを満たすとする. α(·)は既知な関数



とし,状態空間を SΨ = {1, . . . ,K}とするマルコフ連鎖 Ψは経済の状況を表している.市場価値 Zとは異な
る, {F̃t}−適合なクレジットデリバティブに関する過程 U を次の式で与える.

Ut =

∫ t

0
α(Ψs)ds+ Bt.

ここでBtは F̃t−ブラウン運動で,Ψ,Yと独立とする.この F̃tに対するフィルタリングの解p = (p1
t , . . . , p

K
t )t≥0, pk

t =

P(Ψt = k|Ft),1 ≤ k ≤ K,が FSモデルにおけるファクタ過程であり,次の確率微分方程式に従う.

dpk
t =

K∑
i=1

QΨi,kpi
tdt+

m∑
i=1

γk
i (pt−)dMt,i + δ

k(pt−)dWt. (1)

ここでWt は {Ft}−イノベーションブラウン運動, QΨ は Ψの生成行列, νi(·)は既知な可測関数とする.

γk
j (p) := pk

(
ν j(k)∑K

n=1 ν j(n)pn
− 1

)
, δk(p) := pk(α(k) −

K∑
n=1

pnα(n)
)
, Mt, j := Yt, j −

∫ t

0
(1− Ys, j)λ j(ps)ds.

また FSモデルにおけるシグナル過程であるデフォルト強度のフィルタは次の式で表すことができる.

E[νi(Ψ)|Ft] =
K∑

k=1

νi(k)pk
t =: λi(pt).

ただし観測過程 Ut は実際には観測できないため, F I
t の下でのデフォルト強度の推定で考える. よってデ

フォルト強度の推定量及び,誤差を含んだファクタ過程 p̂によるデフォルト強度の推定量は次のようになる.

πtλ = E[λi(pt)|F I
t ] =

K∑
i=1

νi(k)E[pk
t |F I

t ],

ˆπtλ = E[λ̂i(p̂t)|F I
t ] =

K∑
i=1

ν̂i(k)E[ p̂k
t |F I

t ].

したがって,デフォルト強度の推定はファクタ過程 pの推定に帰着する.

4 粒子フィルタ

フィルタリング問題に代表されるような条件付き期待値ついて,数値計算手法はまだ十分に確立されて
いない.そこで今回のモデルに対してフィルタリングの推定値を得るための手法として, [7] で用いられた
粒子フィルタをここでも用いる.粒子フィルタは観測過程に基づく隠れたファクタ過程の状態を多数の粒
子から逐次的に近似し推定値を得る方法で広く知られており,尤度が重要な役割を果たす.
まず初めに [7] で求められた粒子フィルタの尤度を示していく.デフォルト時刻の順番を 0 = T0 < T1 <
· · · < Tmとする. t + Tn−1 ∈ [Tn−1,Tn)の場合の p,Y について次の式で定義する.

pt+Tn−1 = p̄t, Yt = Ȳt, Tn−1 ≤ t + Tn−1 < Tn.

ここで粒子の数を 1 ≤ i ≤ b,時間の離散化の幅を ∆ = tk+1 − tkとすると, Frey, Runggaldier [7] の Theorem
3.1より, (tk, tk+1] の間にデフォルトが起こっていない場合の尤度 Li は次式で与えられる.

Li := exp
{
−

∫ ∆

0
λ̄(p̄i

s,Ytk)ds+
∫ ∆

0
aT

tk+s(p̄
i
s)Σ
−1
Z dZtk+s −

1
2

∫ ∆

0
∥ atk+s(p̄i

s) ∥2Σ−1
Z

ds
}
.

ただし, a ∈ Rl ,p ∈ Rmに対して,

Σ−1
Z := (vvT)−1, ∥ a ∥2

Σ−1
Z

:= a′Σ−1
Z a, λ̄(p, y) =

m∑
i=1

(1− yi)λi(p).



とする. 更に Frey, Runggaldier [7] の Theorem 3.4より, (tk, tk+1] の間にデフォルトが起きた場合の尤度 L̃i

は次式で与えられる.

L̃i = Liλξ(p̄i).

ただし, ξ はデフォルトした参照体の番号とする. フィルタリングによるデフォルト強度の推定量は,
Kallianpur-Striebel(ベイズ)の公式などを使い,既に紹介した尤度を用いることで次の式に近似される.

E[λ(pt)|F I
t ] =

EP0[λ(pt)Nt |F I
t ]

EP0[Nt |F I
t ]

≈
1
n

∑n
i=1 λ(pt,i)Λi

t
1
n

∑n
i=1Λ

i
t

=

n∑
i=1

λ(pt,i)
Λi

t∑n
j=1Λ

j
t

.

ただし, P0と Pは同値な確率測度で,測度変換のラドン・ニコディム微分が Nt であり, Z は P0の下でブ
ラウン運動である. pt,i は pの独立同分布な標本である.また

Λi
t =

{
L̃i

t t = τ j , 1 ≤ j ≤ m,
Li

t otherwise.

次に粒子フィルタを用いた推定のアルゴリズムを紹介する.アルゴリズムは [7]を参照しているが,リサン
プリングの部分を省略し片山 [1] で紹介されてるガウシアン粒子フィルタと呼ばれる手法を用いた. 一般
的にはリサンプリングを用いた粒子フィルタとガウシアン粒子フィルタの精度は優劣がつけがたいとされ
ている.

アルゴリズム 1

1. 初期値 {p1
0, . . . , p

b
0}を与える.

2. (時間更新ステップ)式 (1)に従って粒子 {p1
tk , . . . ,p

b
tk}を始点 p = pi

tk として更新する.ただし式 (1)の
近似にはオイラー ·丸山近似を用いる.

3. (観測更新ステップ, no default) (tk, tk+1]の間にデフォルトがなければ,観測されたZをもとに, 1 ≤ i ≤ b
に対し重み Li を与える.ただし,確率積分の項は定義に基づき離散近似をする.そこで濾波推定値を
次の式で求める.

E[ptk+1 |F I
tk+1

] =

∑b
i=1 Li p̄i

tk+1∑b
i=1 Li

.

更に濾波粒子 ptk+1 = (p1
tk+1
, . . . ,pb

tk+1
)を次の式に基づき生成する.

pi
tk+1
= E[ptk+1 |F I

tk+1
] +

√
Vtk+1ςi .

ただし, ςi は N(0, IK)に従う K 次元白色ノイズベクトルであり,濾波推定誤差共分散行列 Vtk は次の
式を満たすものとする.

Vtk =

∑b
i=1 LiXtk+1X

T
tk+1∑b

i=1 Li
.

ここで Xtk+1 = pi
tk+1
− E[ptk+1 |F I

tk+1
] である.

4. (観測更新ステップ, default ) (tk, tk+1]の間にデフォルトが起これば, L̃i = Liλξ(pi)としてステップ 3と
同様に計算する.ただし, ξはデフォルトした参照体とする.

注意 1 ここではファクタ過程のフィルタが
∑K

i=1 E[pi |F I
t ] = 1を満たすように E[pK |F I

t ] = 1−∑K−1
i=1 E[pi |F I

t ]
とする.



Table 1:Parameters
Parameters Value

満期 T = 5(年).
ファクタの次元 K = 4.
参照体数 m= 100.
観測ノイズ σϵ = 0.1, or 0.3.

5 数値例

ここでは観測過程 Zの次元を一次元とし,ファクタ過程の誤差を含んだパラメータと,時間の離散化の
幅の大きさが推定値に与える影響を考察する.また [7]に従い観測ノイズを定数 σϵ を用いて v = σϵ

√
∆と

設定し,ファクタの初期値は既知としている. 各パラメータを Table1で与える. 次にマルコフ連鎖の生成
行列を次の行列で与える.

QΨ =


−0.5 0.5 0 0
0.2 −0.5 0.3 0
0 0.3 −0.5 0.2
0 0 0.5 −0.5

.
誤差を含んだ生成行列については,生成行列の定義を満たすような次の行列を用いる.

Q̂Ψ =


−0.5− ϵq 0.5+ ϵq 0 0
0.2+ ϵq −0.5− 2ϵq 0.3+ ϵq 0

0 0.3+ ϵq −0.5− 2ϵq 0.2+ ϵq
0 0 0.5+ ϵq −0.5− ϵq

.
また誤差を含んだデフォルト強度のパラメータは,誤差を ϵνとして ν′i (k) = νi(k) + ϵν として表す.更にフィ
ルタリグの推定誤差を評価する尺度として平均二乗誤差を用い,次の式で表す.

MS Es =
1
n

n∑
k=1

(
λ(ptk) − ˆπtλ

)2
, MS Ee =

1
n

n∑
k=1

(
πtλ − ˆπtλ

)2
, MS E∆ =

1
n

n∑
k=1

(
πtλ − πtλ

∆)2
.

ただし, n = T
∆
であり πtλ

∆ は時間の刻み幅を ∆とした πtλの数値解とする.

Figure 1:デフォルト強度の推定誤差の割合 λi (pt)−E[λ̂i (p̂t)|F I
t ]

λi (pt)
. νのみに誤差が含んでいる場合. σ = 0.3,∆ =

1/365, ϵq = 0.

6 結論と今後の展開

デフォルト強度のパラメータ νi(k)の誤差が大きくなければ, Figure 1,2で示した通り観測ノイズを上手
く処理できず推定誤差が大きくなるが,軌道がシグナルから逸れる傾向は見受けれなかった. 生成行列に
誤差が含んだ場合は, 誤差が大きくなるにつれ推定値がシグナルから離れていくことが Figure 2から確



Table 2:ϵν に対する MS E.
ϵν MS Es MS Ee

−0.01 1.6× 10−2 9.3× 10−3

−0.005 1.0× 10−2 3.9× 10−3

0 6.7× 10−3 0
0.005 1.2× 10−2 5.0× 10−3

0.01 2.0× 10−2 1.3× 10−2

0.02 4.8× 10−2 4.1× 10−2

Figure 2:デフォルト強度の推定誤差の割合 λi (pt)−E[λ̂i (p̂t)|F I
t ]

λi (pt)
. QΨのみに誤差が含んでいる場合. σ = 0.1,∆ =

1/365, ϵν = 0.

認できる. これは生成行列に誤差が含むことにより, pt のドリフト部分の定常分布が変わることによると
考えられる. またデフォルト強度のパラメータ νi(k)と生成行列 QΨ の両方に誤差を含んだ場合について
Figure 3で示したが,大きく推定値がずれることは起こりずらいといえる. しかしながらファクタ過程 p
の推定は上手くできないことが現段階で分かっている. MSEについては Table 2,3からほとんどの場合で
MS Es > MS Eeとなることが分かる. つまりファクタ過程のパラメータが誤差を含んだことにより,推定
値が E[λ̂i(p̂t)|F I

t ] が E[λi(pt)|F I
t ] よりシグナルに近くなるとということは起こりにくいと言える.

また時間の離散化が与える影響については, Figure 4から MS E∆が ∆に関して一次関数的に上昇してい
るようにも感じられる. これは粒子フィルタのアルゴリズムで用いたオイラー・丸山近似における,真値
とその離散近似の二乗誤差の期待値が定数Cを用いて E[|X − X∆|2] ≤ C∆と表されることに依存している
と考えられる.
本講演ではファクタ過程のパラメータが誤差を含む場合のデフォルト強度のMSEの期待値と,時間の離
散化が及ぼす影響についての不等式を用いた評価についても発表する予定である.またジャンプがない場
合のファクタ過程はWonhamフィルタと呼ばれており,そのMSEの期待値にパラメータの誤差が与える
影響については,すでに Handel [9] 等で研究されている. 更にデフォルト強度の誤差が金融機関に及ぼす
影響についても,簡単な設定の下で解析的に与える.
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