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1. はじめに
1980年以降, 国際金融市場は飛躍的に拡大したが, 増加するデリバティブ取引の

リスク管理が問題となっていた. この頃から, 金融機関におけるリスク管理の重要性
を認識し BIS規制が導入された.

金融リスクには信用リスク, 市場リスク, 流動性リスクなど様々なリスクがあるが,

本研究では株価の変動による価値の減少を市場リスクとみなし考察していく. 市場
リスクの尺度の 1つとしてバリューアットリスク (VaR)というリスク測度を用いて
いく. VaRは金融機関, 特に銀行がリスク管理の重要な道具として幅広く利用して
いる. もう 1つのリスク測度として, コヒーレントリスク測度の 1つである条件付き
バリューアットリスク (CVaR)を本研究では扱う. さらに, 金融機関は投資やポート
フォリオによるリスク (VaRとCVaR) をより早く正確に知りたいので効率的に求め
る必要性がある.

前述の通り本研究ではリスク量としてVaRとCVaRを対象とし, 確率的ボラティ
リティモデルである Hestonモデルに Bardou et al. [2]で提案されている確率的勾
配降下法の 1つであるRobbins-Monro(RM)法を用いて数値実験した結果を紹介す
る. RM法と分散減少法を用いた改良 RM法, モンテカルロ法の 3つの手法を扱い,

ここではより多くの試行回数を行った改良 RM法で求めた VaRと CVaRを基準値
とし, どの手法が効率的に近似値を求めることができるかを考察していく. またVaR

と CVaRの基準値を求める際, それぞれの真値と比較してどの程度誤差があるかを
Bikelisの定理を適用した不等式を用いて評価していく.

2. リスク量
本研究で扱う 2つのリスク量を与える. (Ω,F , P )を確率空間とする. α ∈ (0, 1)と

し, VaRは確率 1−α (αは信頼水準と呼ばれ, α = 0.01, 0.05などの値を用いる.) で
VaR をこえる損失のうちの最小損失額のことであり, 次のように定義する. 確率変
数 SはE[|S|] < ∞を満たすものとする.

定義 2.1 信頼水準 αのバリューアットリスク V aRαは,

V aRα := inf{ξ ∈ R|P (S ≤ ξ) ≥ α},

で与えられる. Sは株価の T 年間での変化量を表す確率変数とする.

次に CVaRを定義する. CVaRとはVaRをこえる損失額の期待値のことである.

定義 2.2 信頼水準 αの条件付きバリューアットリスク CV aRαは,

CV aRα := E[S|S ≥ V aRα],

で与えられる.



3. リスク量の計算手法

3.1 リスク量の期待値表現
VaRと CVaRの期待値を用いた表現を与える. 期待値で表現することで, RM法

を用いることができるようになる. V を, 次のように定義する.

V (ξ) := E[v(ξ, S)]. (1)

ただし, v(ξ, x) := ξ + 1
1−α(x− ξ)+ とし, (x− ξ)+は x− ξの positive partを表す.

ここで, VaRは

V aRα = argmin
ξ∈R

V (ξ) = {ξ ∈ R|V ′(ξ) = 0} = {ξ ∈ R|P (S ≤ ξ) = α},

で, CVaRは ξ∗α = V aRαとすると,

CV aRα = V (ξ∗α), (2)

で求まることが Baudou et al. [2]の Proposition 2. 1 で示されている.

3.2 Robbins-Monro法
[2]の pp. 179～183で紹介されている, RM法を用いたVaR, CVaRの求め方を紹

介する.

H1(ξ, s) :=
∂v

∂ξ
(ξ, s) = 1− 1

1− α
1{s≥ξ},

と定義すると, V ′(ξ) = E[H1(ξ, S)]となる. ここで, E[H1(ξ, S)] = 0となる ξを探
すため, 確率的勾配降下法の 1つである RMアルゴリズムを用いる. そのアルゴリ
ズムは次のように与えられる. Snを Sの独立同分布なサンプルとすると, n ∈ Nに
対して

ξn = ξn−1 − γnH1(ξn−1, Sn), ξ0 ∈ L1(P ). (3)

このとき, Sを連続分布を持つ確率変数と仮定し, 数列 γnが

∞∑
n=1

γn = +∞,
∞∑
n=1

γ2n < +∞, (4)

の 2つの仮定を満たすと, (3)の ξnは V aRαに概収束することが Baudou et al. [2]

の Theorem 2. 2. で示されている. 本研究では, Hestonモデルに従う株価の変化量
Snはオイラー・丸山近似を用いて求める. 詳しくは 4.2. 節で述べる.

次に, CVaRは (1), (2)より

CV aRα = V (ξ∗α) = E[v(ξ∗α, S)]

で与えられる. この期待値を解析的に求めることは困難であるため, 以下の式で与え
られるモンテカルロ法 (MC)で近似値を求める. C0 = 0とする. n ∈ Nに対して

Cn :=
1

n

n−1∑
k=0

v(ξk, Sk+1) ≈ E[v(ξ∗α, S)], (5)

とする. MC とは確率論の用語で言うと大数の法則のことで, (5) の試行回数 nを
n → ∞とすると v(ξ, S)の母平均に概収束するという定理である. (3) と (5) でVaR



と CVaRを同時に求めることができる. ここで, H2(ξ, c, s) := c− v(ξ, s)とすると,

再帰的に

Cn = Cn−1 −
1

n
H2(ξn−1, Cn−1, Sn), (6)

と (3.5)を書き直すことができる. そして, (3.6)で 1
n の代わりに (3.4)を満たす数列

βnにすると, VaRと CVaRを求めるアルゴリズムは, n ≥ 1に対して{
ξn = ξn−1 − γnH1(ξn−1, Sn),

Cn = Cn−1 − βnH2(ξn−1, Cn−1, Sn),
(7)

と表せ, S を連続分布を持つ確率変数とし, γn, βnに対して (3.4)の 2つの仮定の下
で概収束することが Baudou et al. [2] の section 2. 2. で示されている.

3.3 改良Robbins-Monro法
Baudou et al. [2]の pp. 183～184で紹介されている改良 RM法を用いた VaR,

CVaRの求め方を紹介する.

改良RM法は分散減少法によって, RM法より効率的にVaRとCVaRを求めるこ
とが期待されて導入されている. (3.7)に Cesaro mean を適用することで, 平均化
され, シミュレーションの分散がおさえられる. アルゴリズムは

ξ̄n :=
1

n

n∑
k=1

ξk = ξ̄n−1 −
1

n
(ξ̄n−1 − ξn),

C̄n :=
1

n

n∑
k=1

Ck = C̄n−1 −
1

n
(C̄n−1 − Cn),

となり, (3.7)の βn = β1

na , γn = γ1
na が β1 > 0, γ1 > 0, 12 < a < 1の下で概収束するこ

とが Baudou et al. [2] の Theorem 2. 3. で示されている.

4. Hestonモデル

4.1 Hestonモデル
HestonモデルとはHeston [5] で導入された株価モデルで, 以下の確率微分方程式

で株価を記述するモデルである.
dS(t) = µS(t)dt+

√
σ(t)S(t)dW (t),

dσ(t) = η(θ − σ(t))dt+ κ
√
σ(t)dW̃ (t),

dW (t)dW̃ (t) = ρdt.

(8)

ここで, S(t)は時刻 tでの株価, σ(t)は確率的ボラティリティと呼ばれ時刻 tでのボ
ラティリティを表す. W (t), W̃ (t)はブラウン運動とする. S(0)は初期株価, µは期
待成長率, ηはボラティリティの回帰度, θはボラティリティの回帰レベル, κはボラ
ティリティのボラティリティ, ρはW (t), W̃ (t)間の相関係数ですべて定数である.

ここで, ブラウン運動とは独立増分を持つ平均 0, 分散 tの連続なガウス過程である.

確率解析に関する詳細はシュリーヴ [1] を参照してほしい. Hestonモデルは, ボラ
ティリティが確率的に変動するモデルであるので, ボラティリティを定数とするブ
ラック・ショールズモデルと比べると実際の市場に近い株価のモデルである. しか
し, 満期 T での株価の分布がわからないので近似手法を用いて満期 T での株価のサ
ンプルを得る必要がある.



4.2 オイラー・丸山近似
オイラー・丸山近似とは区間 [0, T ]の分割を

0 = t0 < t1 < ... < tn < ... < tN = T

とN 分割して, 満期 T での確率微分方程式の近似値を算出する方法である. 本研究
では, (8)の S(t)と σ(t)の 2つの確率微分方程式に適用することで満期 T での株価
の近似値を求める. [7]を参考に, オイラー・丸山近似のアルゴリズムを紹介する. 初
期値X

(n)
0 = X0を決定し, 以下のアルゴリズムを用いて満期 T での株価X

(n)
T の近

似値を求める.

X
(n)
t1

= X
(n)
0 + a(X

(n)
0 )∆1 + b(X

(n)
0 )∆1B,

X
(n)
t2

= X
(n)
t1

+ a(X
(n)
t1

)∆2 + b(X
(n)
t1

)∆2B,

...

X
(n)
tn−1

= X
(n)
tn−2

+ a(X
(n)
tn−2

)∆n−1 + b(X
(n)
tn−2

)∆n−1B,

X
(n)
T = X

(n)
tn−1

+ a(X
(n)
tn−1

)∆n + b(X
(n)
tn−1

)∆nB,

∆i = ti − ti−1,∆iB = Bti −Bti−1 , i = 1, ..., n.

また, オイラー・丸山近似の分割数 nが∞のとき, 確率微分方程式の解に収束する.

5. Bikelis の定理と誤差評価
[3] の Theorem. 3. 7 を参考にVaRと CVaRの基準値を求める際, それぞれの真

値と比較してどの程度誤差があるかの誤差評価をする. ここではBikelisの定理を適
用するので紹介していく.

定理 5.1 (Bikelis [4] )任意の l ∈ Nに対して, ζ(l)はE[ζ(l)] = 0, かつある0 < γ ≤ 1

でE[|ζ(l)|2+γ ]の独立な確率変数とする. 1√
2π

≤ A ≤ 1とし, M ∈ Nに対して

BM :=

M∑
l=1

var(ζ(l)),ΦM (x) := P
(ζ(1) + ...+ ζ(M)

√
BM

≤ x
)
,

とすると, 以下の不等式が成り立つ: x ∈ Rに対して,

|ΦM (x)− Φ(x)| ≤ A

B
1+ γ

2
M (1 + |x|)2+γ

M∑
l=1

E[|ζ(l)|2+γ ]. (9)

ただし, var(ζ(l))は ζ(l)の分散で, Φ(x)は平均 0, 分散 1の正規分布の累積分布関数
である.

(9)の不等式を用いて, 信頼水準 αの V aRαに対する近似誤差評価をしていく. つ
まり, 信頼水準 αのときの真値からの誤差が ϵ > 0以上になる確率が δ ∈ (0, 1)以下
になるモンテカルロ法の回数M を考える. これは以下のように表される.

P
(∣∣∣E[ζ(1)]− 1

M

M∑
l=1

ζ(l)
∣∣∣ ≥ ϵ

)
≤ δ. (10)

本研究では, ζ(l)は1(S0−Sl
T ≥ V aRα)のことで, E[ζ(l)]はE[1(S0−Sl

T ≥ V aRα)] =

αとなる. Sl
T は l番目の満期 T での株価の独立同分布なサンプル値である. σ2 :=



var(ζ(1))とおき, ζ̃(l) := ζ(l) − α, ZM =
∑M

i=1 ζ̃
(l) =

∑M
l=1 ζ

(l) −Mαとする. よっ
て, (10)の左辺は

P
(∣∣∣E[ζ(1)]− 1

M

M∑
l=1

ζ(l)
∣∣∣ ≥ ϵ

)
= P

(∣∣∣α− 1

M
(ZM +Mα)

∣∣∣ ≥ ϵ
)

= P (|Zn| ≥ ϵM), (11)

と変形できる. また, ζ(l)は独立同分布であることから, BM =

M∑
l=1

var(ζ̃(l)) = Mσ2

となり,

ΦN (x) = P
( 1

σ
√
M

M∑
i=1

ζ̃(l) ≤ x
)
= P (ZM ≤ σ

√
Mx),

となる. よって, (11)は以下の式に変形できる.

P (|Zn| ≥ ϵM) = P (ZM ≤ −ϵM) + P (ZM ≥ ϵM)

= ΦM

( −ϵM

σ
√
M

)
+ 1− ΦM

( ϵM

σ
√
M

)
. (12)

ここで, (11)に Bikelis の定理 (定理 5.1) を用いると

(11) ≤ 1− Φ
( ϵ

σ

√
M

)
+

AE[|ζ̃(1)|3]√
Mσ3(1 + | − ϵ

σ

√
M |)3

+ 1− Φ
( ϵ

σ

√
M

)
+

AE[|ζ̃(1)|3]√
Mσ3(1 + | ϵσ

√
M |)3

= 2
{
1− Φ

( ϵ

σ

√
M

)
+

AE[|ζ̃(1)|3]√
M(σ + ϵ

√
M)3

}
= 2

∫ ∞

ϵ
σ

√
M

1√
2π

e−
x2

2 dx+ 2
AE[|ζ̃(1)|3]√
M(σ + ϵ

√
M)3

≤ δ, (13)

となる. (12)の 1項目にKomatsu’s inequality (K. Ito et al. [6]の p.17 )

2

y +
√
y2 + 4

e−
y2

2 ≤
∫ ∞

y
e−

x2

2 dx ≤ 2

y +
√
y2 + 2

e−
y2

2

を適用し, ζ̃(1)は 1(S0 − ST ≥ V aRα)− αなので, 以下の不等式を得る.

2√
2π

2

ϵ
σ

√
M +

√
( ϵσ

√
M)2 + 2

e−
( ϵ
σ

√
M)2

2 +
2AE[|1(S0 − ST ≥ V aRα)− α|3]√

M(σ + ϵ
√
M)3

− δ ≤ 0.

(14)

次に, σとE[|1(S0−ST ≥ V aRα)−α|3]を求めていく. σ2は1(S0−ST ≥ V aRα) = β

とすると

var(β) = E[(β − α)2]

= (1− α)2P (S0 − ST ≥ V aRα) + (−α)2P (S0 − ST < V aRα)

= (1− 2α+ α2)α+ α2(1− α) = α− α2



となる. また, E[|1(S0 − ST ≥ V aRα)− α|3]は

E[|β − α|3] = |(1− α)|3P (S0 − ST ≥ V aRα) + |(−α)3|P (S0 − ST < V aRα)

= (1− 3α+ 3α2 − α3)α+ α3(1− α) = α− 3α2 + 4α3 − 2α4

となる. これで, (13)を最初に満たすM をシミュレーションによって求めることが
可能となる. しかし, 正確には本研究では ST にオイラー・丸山近似を適用するため,

(13)の不等式にオイラー・丸山近似の誤差がある. また, Bikelisの定理とKomatsu’s

inequality で不等式を用いてより大きい値の場合を考えているのでモンテカルロ法
の回数M が必要以上に大きくなっている可能性がある.

6. 数値実験結果と考察
本研究では, VaRと CVaRについて株の期待成長率 µ, ボラティリティの回帰度

η, ボラティリティの回帰レベル θ, ボラティリティのボラティリティκ, 独立な標準
ブラウン運動W (t), W̃ (t)の相関係数 ρ, 満期 T , オイラー・丸山近似の刻み数N , モ
ンテカルロ法の回数M を変動させた時について考察する. また, 本概要では 1資産
の回帰度 ηとボラティリティのボラティリティ κを変動させた場合だけ考察してい
く. βn = 1

na , γn = 1
nb の a, bは a = 0.75, b = 0.55とする.

RMの初期値 ξ0は株価 Sがブラック・ショールズモデルに従うときのVaRの値
を採用する. ブラック・ショールズモデルは Black et al. [3]で導入され以下の確率
微分方程式で株価を記述するモデルである.

dS(t) = µS(t)dt+ σS(t)dW (t).

Hestonモデルとの違いはボラティリティσが定数である点にある. また, このよう
に ξ0を決定する理由として, Hestonモデルのボラティリティは回帰レベル θの平均
回帰をもつので, ブラック・ショールズモデルのボラティリティσとHestonモデル
の回帰レベル θの値を同じにすることで, ξ0の値を Hestonモデルの VaRの真値と
比べて大幅にずれないようにするためである. また, ブラック・ショールズモデルは
満期 T での分布が分かってVaRが簡単に求めることができる. 基準値のサンプル数
M は (13)を最初に下回る値を適用し, N = 5.0 × 105として求める. また, 数値実
験ではモンテカルロ法はN = 2.0 × 104, サンプル数 2.0 × 104, RM法と改良 RM

法はN = 2.0 × 104, 更新回数 2.0 × 104としてシミュレーションで使用する乱数の
数を合わせた 3つを比較した. グラフの縦軸は相対誤差 (%) である.
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図 1: ηを変動させたときのVaRに対する
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図 2: ηを変動させたときのCVaRに対す
る比較



表 1: : Hestonモデルの基本パラメータ

パラメータ 記号 値

初期株価 S(0) 100

回帰度 η 1.0

回帰レベル θ 0.3

ボラティリティのボラティリティ κ 0.3

W と W̃ の相関係数 ρ −0.5

期待成長率 µ 0.05

満期 T 1.0

オイラー・丸山近似の刻み数 N 2.0 × 104

モンテカルロ法の回数 M 2.0 × 104

信頼水準 α 0.95
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図 3: κを変動させたときのVaRに対する
比較
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図 4: κを変動させたときのCVaRに対す
る比較

図 1から VaRは ηの値が小さいとき, RM法, モンテカルロ法より改良 RM法の
方が基準値に近いが, ηが大きくなると改良 RM法よりモンテカルロ法の方が基準
値に近い. 図 2からCVaRはモンテカルロ法より改良RM法の方が基準値に近いこ
とがグラフより確認される.

図 3からVaRはモンテカルロ法と改良RM法よりRM法の方が基準値に近い. 図
4からCVaRはモンテカルロ法とRM法より改良RM法の方が基準値に近いことが
グラフより確認される.

VaRに関しては精度にばらつきがありRM法の有効性は確認できなかったが, CVaR

はモンテカルロ法と比べてRM法は常に良い精度なので有効性が確認できた.

7. まとめ
RM法の初期値 ξ0を株価がブラックショールズのときのVaRを採用することで,

基準値に近い値を求めることができた. しかし, 数値実験を通して RM法の初期値
ξ0と基準値が近いと良い精度の近似値を求めることができるとは限らないことがわ
かったので, 他の初期値の決め方も試していきたい. また, 本研究では α = 0.95での
み数値実験を行ったので, α = 0.99, 0.999などより確率的に低い場合にも適用でき
るかどうか試していきたい.
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