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1 Introduction

力学系 (X,T ) 上の関数 ϕ が与えられた際に, ϕの空間平均を最大にする T -不変確率測
度をmaximizing measure と呼ぶ. 関数の時間平均はBirkhoff のエルゴード定理によりそ
の時間平均と結びつく.

本講演では, まず円周 T 上の C1 写像による力学系を考え, 各軌道の「指数的不安定性」
が関数 log |DT (x)| の時間平均で表されることを確かめる. 次に, 軌道の指数的不安定性
を最大にする軌道は何かという問題を, Birkhoff のエルゴード定理を用いてmaximizing

measure の性質に関する問題に読み替える. 最後に, 非可算個のmaximizing measure の
存在に関する主定理を述べる.

1.1 円周上の力学系とLyapunov数
円周T = R/Z上のC1級写像 T : T → Tを考える. 写像 T の反復を T n = T ◦T ◦ · · · ◦T
と表し, 点 x ∈ Tの T の反復による像O(x) = {T nx : n ≥ 0}を xの軌道と呼ぶ. 力学系理
論では, このような空間と写像の組 (T, T )を力学系と呼び, その各点の軌道の定性的な性
質を調べていく.

例 1 (Rotation Map). a ∈ (0, 1)に対してRa : T → TをRa(x) = x+ a (mod 1)と定義す
る. aが有理数の場合, a = q

p
とすると, 任意の点が (Ra)

p(x) = xを満たし, 周期 pの周期点
となる. 一方 aが無理数の場合, 任意の点の軌道は Tで稠密となり, 周期点は存在しない.
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例 2 (Expanding Map). S : T → TをS(x) = 2x (mod 1)と定義する. 異なる２点x, y ∈ T
に対して, 平均値の定理から

|S(x)− S(y)| = 2|x− y|

が成り立ち, Sによって２点間の距離は拡大する. このような性質により, 例 1のRotation

Mapとは異なる非自明な軌道の再帰が起こり, 軌道の様子が点 xの取り方に鋭敏に依存
する.

一般に, minx∈T |DT (x)| > 1 を満たす円周上の C1級写像 T を expanding mapと呼ぶ.

expanding mapによる力学系に対し「記号化」という操作を行うことにより, すべての周
期の周期点の存在や, Tで稠密な軌道を持つ点の存在を示すことができる.

例 2のように, ２点の距離が写像の反復によって拡大されていく性質, 「軌道の不安定
性」を調べるためには, Lyapunov数が利用される。これは力学系の複雑さを捉える指標
の１つである. 点 xの軌道に沿う T の指数的な拡大率は

lim
n→∞

1

n
log |DT n(x)| (1)

と表され, 極限値 (1)が存在するときには, それを xの軌道に対する Lyapunov数と呼ぶ.

Lyapunov数が存在し, 正の値をとることは, その軌道が指数的な不安定性を持つことを
表す. Lyapunov数はすべての点 xについて存在するとは限らず, 一般に各点 xにおける
Lyapunov数を調べることは困難である. したがって, その最大値（または最小値）に注
目し,

P1 Lyapunov数の最大値は何か？

P2 Lyapunov数の最大値を与える点の集合は何か？
という問題を考えていく.

ここで Lyapunov数は連続関数 ϕ(x) = log |DT (x)|の時間平均

lim
n→∞

1

n

n−1∑
k=0

ϕ ◦ T k(x)

に一致する. 実際, 点 xに沿う ϕの時間平均を考えると,

lim
n→∞

1

n

n−1∑
k=0

ϕ ◦ T k(x) = lim
n→∞

1

n

n−1∑
k=0

log |DT (T kx)|

= lim
n→∞

1

n
log |DT n(x)|

となる. Lyapunov数を ϕの時間平均と考えることで, 次の節で与える時間平均と空間平均
に関する関係から, Lyapunov数の最大値に関する問題を ϕの空間平均の最大値を与える
不変測度, maximizing measureの問題に置き換えることができる.



1.2 Maximizing measure

この節では, 力学系をコンパクト距離空間X 上の連続写像 T : X → X による力学系
(X,T )に一般化した上でmaximizing measureの定義をし, その上の連続関数の時間平均
とmaximizing measureの関係を与える. 写像 T の反復により変化しない確率測度を扱う.

定義 3. X上のBorel 確率測度 µがXの任意のBorel 可測集合Bに対して

µ(T−1B) = µ(B)

を満たすとき µを不変測度と呼ぶ.

例 4. x ∈ Xを不動点, T (x) = xとする. このとき, Dirac 測度 δx は不変測度である. また
y ∈ Xを n-周期点としたとき, 周期軌道の各点に等確率を与える測度 1

n

∑n−1
k=0 δTkxは不変

測度である.

不変測度全体の集合をM(X,T )と表す. このとき, 連続関数 f の時間平均と空間平均の
間には

sup
x∈X

lim sup
n→∞

1

n

n−1∑
k=0

f ◦ T k(x) = max
ν∈M(X,T )

∫
f dν (2)

という関係がある [J, Proposition 2.1.].

不変測度の空間M(X,T )には, 任意の連続関数 f に対して ν 7→
∫
f dνを連続にする最

弱の位相であるweak*位相を考える. M(X,T )はweak*位相でコンパクトであることから,

任意の連続関数に対して最大値を与える不変測度が存在することが従う.

定義 5. 連続関数 f に対して,

max
ν∈M(X,T )

∫
f dν =

∫
f dµ

を満たす, すなわち空間平均を最大にする不変測度 µを f のmaximizing measureと呼ぶ.

つまり, f 時間平均の「最大値」はmaximizing measureによる f の空間平均に一致す
る. (2)関係から, 前節で扱った円周上の力学系 (T, T )の Lyapunov数の最大値は, 連続関
数 ϕ(x) = log |DT (x)|の空間平均の最大値に置き換えられることがわかる. ϕに対する
maximizing measureは特に Lyapunov maximizing measureと呼ばれる.

また, 時間平均と空間平均がほとんど全ての点で一致する不変測度はエルゴード測度と
呼ばれ, 次のように定義される.



定義 6. 不変測度 µ ∈ M(X,T )に対して, 任意の f ∈ L1(µ)が

lim
n→∞

1

n

n−1∑
k=0

f ◦ T k(x) =

∫
f dµ µ− a.e. (3)

を満たすとき µはエルゴード的である, またはエルゴード測度であるという.

このことから, 連続関数 f がエルゴード的な f -maximizing measure µを持つ場合, (µ

で見て)ほとんど全ての点での時間平均が µによる空間平均, つまり時間,空間平均の最
大値になることがわかる. この場合, 時間平均を最大にする点の様子はエルゴード的な
maximizing measure のサポートを調べることによって知ることができる.

サポートはその不変測度で「見える」集合を表し, 不変測度 µのサポートは

supp µ =
∩

µ(C)=1, C closed

C

と定義される. ここで S = supp µ, BをBorel可測集合とすると,

µ(B) = µ(B ∩ S) + µ(B \ S) = µ(B ∩ S)

となり, Sとの共通部分だけが「見える」. 例えば, サポートが不動点 {x}となる不変測
度はDirac 測度 δxのみであり, サポートが周期軌道 {x, Tx, . . . , T n−1x}となる不変測度も
1
n

∑n−1
k=0 δTkxのみである.

さらに任意の不変測度はエルゴード測度に分解される (エルゴード分解定理 [W, Section

6.2])という性質を持ち, 例えば２つのエルゴード測度 µ1, µ2の凸結合, tµ1 + (1− t)µ2 (t ∈
(0, 1)), は不変測度となる. 連続関数 f に対して, ２つのエルゴード測度が f -maximizing

measureであるとき, それらの凸結合で表される不変測度も f -maximizing measureとな
る. また 逆も成り立ち, 不変測度が f -maximizing measureであるとき, それを分解するエ
ルゴード測度も f -maximizing measureとなる. つまり, f -maximizing measureが一意に
存在する場合, それはエルゴード測度であり, 複数の f -maximizing measureが存在する場
合には, エルゴード測度の数が問題となる.

以上のことから, 前節で扱った円周上の力学系 (T, T )と連続関数 ϕ(x) = log |DT (x)|の
時間平均であるLyapunov数に関する問題は, 次のmaximizing measure関するエルゴード
最適化問題の特別な場合であることがわかる.

問題 7 (エルゴード最適化問題). X上の連続関数 f に対して

P’1 f のmaximizing measureは何か？(一意に存在するのか？)

P’2 f のmaximizing measureはどのような集合にサポートされているか？

次の章ではこのエルゴード最適化問題についての先行研究を紹介する.



2 Previous Results

「多くの」連続関数および「多くの」円周上の expanding map に対して, maximizing

measureの一意性が成り立つことが知られている [J, JM].

2.1 Maximizing Measureのgenericな性質
コンパクト距離空間X上の連続関数の集合C(X)に一様ノルム ∥ϕ∥ = supx∈X |ϕ(x)|に
よるC0位相を与えた空間を考える. 多くの連続関数に共通する性質を genericな性質と呼
び, 次のように定義される.

定義 8. ある開かつ稠密な集合の可算無限個の共通部分Rに対し, 任意の連続関数 f ∈ R
が性質 P を満たすとき性質 P は genericであるという.

開かつ稠密な集合の可算無限個の共通部分は残留集合と呼ばれる. genericな性質P1, P2

に対して, P1かつ P2も genericな性質である. したがって, genericな性質の有限個の重ね
合わせも genericである.

「性質が genericである」ことの定義は, C(X)に限らず位相空間の元に対する性質に
ついて同様に定義される. 例えば, 実数Rの通常の位相において「無理数である」ことは
genericであり, 「有理数である」ことは genericではない.

Maximizing measureに対して次の 3つの genericな性質が知られている.

定理 9. [J, BJ, B] コンパクト距離空間X上の連続写像 T による力学系を考える. このと
き, あるC(X)残留集合Rが存在して, 任意の連続関数 f ∈ Rに対して,

G1 f -maximizing measureが一意に存在し (Jenkinson),

G2 サポートが全体で (Bousch and Jenkinson) ,

G3 エントロピー零である (Brémont).

エントロピーは不変確率測度に対して定まり, その不変測度から見た力学系の複雑さを
表す指標である. 例えばサポートが不動点や周期軌道となる単純な場合は, 不変測度のエ
ントロピーは零となる.



2.2 円周上のExpanding Mapのgenericな性質
円周上のC1級写像の集合を T 1とし, 距離

d1(T, S) = max
x∈T

{|T (x)− S(x)|, |DT (x)−DS(x)|} (T, S ∈ T 1)

にによるC1位相を考える.

円周上の expanding mapに対して, 連続関数の場合と同様に次の３つの genericな性質
が知られている. expanding map全体の空間を E1とする.

定理 10. [JM] ある E1の残留集合Rが存在して, 任意の expanding map T ∈ Rに対して,

G1 Lyapunov maximizing measureが一意に存在し,

G2 サポートは全体で,

G3 エントロピー零である.

3 Main Results

前章から, maximizing mesureおよび Lyapunov maximizing measureの genericな性質
はG1 一意性, G2 サポートが全体, G3 エントロピーが零の３つであることがわかった.

一方 genericな性質は, 無理数の例からも想像されるように, 摂動によって崩れる可能性が
ある. これから述べる主定理は, それらの genericな性質が関数や写像の摂動によって崩
れ, 全く対象的な性質が現れるという結果である.

主定理. コンパクト距離空間 X 上の連続写像 T による力学系を考える. M(X,T )が一点
集合ではないとし, Me(X,T ) が弧連結であるとする. このとき, あるC(X)の稠密な部分
集合D が存在し, 任意の連続関数 f ∈ Dに対して,

D1 非可算個のエルゴード的な f -maximizing measureが存在する.

ここでMe(X,T )はX上のエルゴード測度の集合である. 弧連結の仮定は例えば、円周上
の expanding mapや記号力学系に対して満たされている. エルゴード測度の集合Me(X,T )

が弧連結であるとは, 任意のエルゴード測度 µ, ν に対して, ある区間 [0, 1]上の像への同相
写像 f : [0, 1] → Me(X,T ) が存在して, f(0) = µかつ f(1) = νを満たすことである.

さらにこの主定理を応用して, 円周上の expanding mapについても同様の結果が得ら
れた.

定理 A. ある E1の稠密な部分集合Dが存在し, 任意の expanding map T ∈ Dに対して,



D1 非可算個のエルゴード的な Lyapunov maximizing measureが存在し,

D2 それらすべてのエントロピーは正である.

エントロピーが正であることは, その不変測度が周期軌道のような単純な軌道ではなく,

複雑な軌道にサポートされていることを示唆する.
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