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1 イントロダクション

南雲・佐藤 (NS)モデル [1]と呼ばれている区分的に非拡大的線形写像

Sα,β(x) = αx+ β (mod 1), (0 < α, β < 1), (1)

=

{
αx+ β (αx+ β < 1のとき)

αx+ β − 1 (αx+ β ≥ 1のとき)

は，カイヤニエロの神経方程式 [2] を単純化したモデルとして知られ，脳内の単一のニューロンの発火現象

を記述するとして研究されている．この写像から作られる [0, 1]上の力学系は，ほとんどすべてのパラメータ

(α, β)に対して，周期的なふるまいをすることが知られている．またこの写像は α+ β > 1のときに，ただ一

つの不連続点を [0, 1]内に持つが，この不連続点が，図 1にみられる NSモデルの複雑な周期構造を導く要因

となる．この周期構造は，Sα,β が周期点を持つパラメータ領域を周期数別に分類したもので，ファレイ構造

[3]と呼んでいる.この周期構造の重要な性質は，m周期点をもつパラメータ領域と n周期点を持つパラメー

タ領域の間には，(m+ n)周期点を持つパラメータ領域が存在する，ということである．これらの内容は２章

で述べるが，詳細は [3]に書かれている．

本講演では，NSモデルにノイズが加えられた以下のランダム力学系を考察する．

xt+1 = αxt + β + ξt (mod 1) for (α, β) ∈ (0, 1)2, (2)

ただし，{ξt|t ≥ 0} は [0, θ] 上の一様分布に従う独立な確率変数である (0 < θ < 1)．そしてシステム (2)

から生成されるマルコフ作用素 [4] に対する二つの重要な漸近的な性質「漸近的な周期性 (asymptotic

periodicity)」と「漸近的な安定性 (asymptotic stability)」を議論する．マルコフ作用素は力学系の漸近

的な挙動を記述するものとして知られている．これらの内容は主結果と共に３章で述べる．

2 南雲・佐藤モデルのファレイ構造

ここではまず，[3]内で定義されたファレイ構造について紹介する．これは Sα,β が周期点をもつパラメータ

領域を周期数別に分類したもので，図 1に見られるような，ファレイ数列（付録参照）に基づく層構造を持っ

ている．

自然数 nに対し，Pr(n) := {l < n | GCD(n, l) = 1}とする．各自然数 nに対して，ファレイ構造を以下

で定義する．E を R2 の部分集合とし，{Dn,l}n∈N,l∈Pr(n) を集合 E の部分集合族で，以下の性質を満たすも

のとする．各 α ∈ π1(E)に対して, ある実数 BU
n,l(α)，BL

n,l(α)が存在し，

π2

(
Dn,l ∩ π−1

1 {α}
)
=
[
BL

n,l(α), B
U
n,l(α)

)
. (3)



図 1 ファレイ構造：Sα,β が周期数 2から 5までの周期点を持つパラメータ領域

と書ける．ただし，π1(α, β) = α，π2(α, β) = βである．また，任意の α ∈ π1(E)に対してBU
n,l(α) < BL

n′,l′(α)

が成り立つとき，Dn,l ≺ Dn′,l′ と書くことにする．ここでは，二つのパラメータをもつ [0, 1] 上の変換

{Tα,β : [0, 1] → [0, 1]}(α,β)∈E を考える.

定義 2.1 {Tα,β}(α,β)∈R2 が E 内にファレイ構造 (Farey structure)を持つとは，自然数 nと l ∈ Pr(n)に

対応したあるパラメータ集合族 {Dn,l}n∈N,l∈Pr(n) ⊂ E が存在して，以下を満たすときをいう．

(i) 任意の自然数 nと l ∈ Pr(n)に対して，Leb(Dn,l) > 0，

(ii) 各自然数 nと l ∈ Pr(n)に対して, (α, β) ∈ Dn,l のとき，Tα,β は周期数 nの周期点を持つ,

(iii) 任意の自然数 nに対し，Dn+1,1 ≺ Dn,1，Dn,n−1 ≺ Dn+1,n が成り立つ. また，nl′ −n′l = 1を満たす

自然数 n, n′ と l ∈ Pr(n), l′ ∈ Pr(n′)に対し，もしDn,l ≺ Dn′,l′ ならば, Dn,l ≺ Dn+n′,l+l′ ≺ Dn′,l′

が成り立つ.

Sα,β がファレイ構造をもつことを示すために, 以下のように集合族 {Dn,l}n∈N,l∈Pr(n) と二つの関数

BU
n,l(α)，BL

n,l(α)を与える．

Dn,l = {(α, β) ∈ (0, 1)2 | BL
n,l(α) ≤ β < BU

n,l(α)}, (4)

BU
n,l(α) = (1− α)

(
1

1− αn

n−1∑
m=1

kmαm + 1

)
, (5)

BL
n,l(α) = (1− α)

(
1

1− αn

n−1∑
m=1

kmαm + 1− αn−1 − αn

1− αn

)
, (6)

ただし，

km :=

[
(m+ 1)l

n

]
−
[
ml

n

]
for m ∈ Z. (7)

これら (4)，(5)，(6)，(7)によって次の命題が示される.

命題 2.2 ([3], Theorem 4.1) {Sα,β}(α,β)∈(0,1)2 は (0, 1)2 内にファレイ構造をもつ．



注意 2.3 (α, β) ∈ Dn,l のとき，関数 Sα,β がもつ n個の周期点の集合は以下で与えられる.

Pern(Sα,β) =

{
β

1− α
−Ai(α)

∣∣∣∣ i = 0, · · · , n− 1

}
, (8)

ただし, i = 0, 1, · · · , n− 1に対して,

Ai(α) =
1

1− αn

(
i−1∑
m=0

kmαi−m−1 +
n−1∑
m=i

kmαn+i−m−1

)
. (9)

である．

3 ノイズが加えられたシステムの漸近的性質

(X,A, µ) を測度空間とし，線形作用素 P : L1(X) → L1(X) をマルコフ作用素（Markov operator）と

する。すなわち P は任意の非負 L1 関数に対し，(i)Pf ≥ 0, (ii)||Pf || = ||f || を満たす. また，D = {f ∈
L1 | f ≥ 0, ||f || = 1}とする． 尚，これらの準備の詳細は [4]に書かれている．

定義 3.1 {P t}が漸近的に安定的 (asymptotically stable)であるとは，ある関数 f∗ ∈ D が一意に存在し，任

意の関数 f ∈ D に対して， lim
t→∞

||P tf − f∗|| = 0かつ Pf∗ = f∗ が成り立つときをいう．

定義 3.2 {P t}が漸近的に周期的 (asymptotically periodic)であるとは，ある自然数 r と２つの非負関数列

gi ∈ D, ki ∈ L∞, (i = 1, · · · , r), 作用素 Q : L1 → L1 が存在して，任意の f ∈ L1 に対して, Pf は

Pf(x) =
r∑

i=1

λi(f)gi(x) +Qf(x), (10)

と書けるときをいう．ただし

λi(f) =

∫
X

f(x)ki(x)µ(dx). (11)

であり，更に関数 gi と作用素 Qが以下の性質を満たす．

(i) i ̸= j なるすべての i, j ∈ {1, · · · , r}に対し gi(x)gj(x) = 0が成立;

(ii) 各自然数 iに対し，ある自然数 ρ(i)が一意に存在し，Pgi = gρ(i) が成立. 更に i ̸= j なる i, j に対して

ρ(i) ̸= ρ(j)が成立;

(iii) 任意の関数 f ∈ L1 に対して，t → ∞のとき ||P tQf || → 0が成立.

注意 3.3 {P t}が漸近的に安定的であることは，{P t}が r = 1で漸近的に周期的であることと同値である.

次に，[0, 1]上のランダム過程

xt+1 = S(xt) + ξt (mod 1), (12)

を考える．ただし，S : [0, 1] → [0, 1]は可測変換で，ξ0, ξ1, · · · は共通の密度 g を持つ，独立な確率変数列で

ある．このシステムに対するマルコフ作用素 P : L1([0, 1]) → L1([0, 1])は次式で与えられる [6]．

Pf(x) =

∫
[0,1]

f(y)

(
1∑

i=0

g(x− S(y) + i)

)
dy for f ∈ L1. (13)

補題 3.4 ([6], Theorem 2.8) 上式 (13)で与えられるマルコフ作用素 P : L1([0, 1]) → L1([0, 1])に対して,　

{P t}は漸近的に周期的である.



ここで今回考察したいランダム力学系 (2)に話を戻す．補題 3.4より, システム (2)から生成されるマルコ

フ作用素 P に対しても，{P t}は漸近的に周期的であることがわかっている．以下の主定理では，加えるノイ
ズの大きさに対して，{P t}が r > 1 (漸近的に周期的)となるための十分条件と r = 1 (漸近的に安定的)とな

るための十分条件を与えている.

定理 3.5 (N) P をシステム (2) に対するマルコフ作用素 (13) とし，自然数 n と l ∈ Pr(n) に対し，

(α, β) ∈ Dn,l とする. この時，ある [0, 1]内の実数 θ∗(α, β)が存在して，

(i) もし θ ≤ θ∗(α, β)ならば，r = n > 1，つまり {P t}は漸近的に周期的である（周期数 n）．

(ii) もし θ > θ∗(α, β)ならば， r = 1，つまり {P t}は漸近的に安定的である．

また，θ∗(α, β)は次式で与えられる．

θ∗(α, β) =
αn−1(1− α)2

1− αn
− β +BL

n,l(α) (14)

ここでは証明は省略するが，証明のキーとなった重要な補題を以下に記す．

補題 3.6 n ∈ N，l ∈ Pr(n)に対し，(α, β) ∈ Dn,l とする. i = 0, · · · , n− 1に対して，n個の区間 Gi を，

Gi =

[
β

1− α
−Ai(α),

β + θ

1− α
−Ai(α)

]
, (15)

と定める．ただし，Ai(α)は式 (9)で与えられる. この時, 任意の i = 0, 1, · · · , n− 2，x ∈ Gi，ξ ∈ [0, θ]に

対しては，Sα,β(x) + ξ ∈ Gi+1 が成り立ち，任意の x ∈ Gn−1，ξ ∈ [0, θ]に対しては Sα,β(x) + ξ ∈ G0 が成

り立つ. 更に，ある自然数N が存在し，t > N，a.e.x0 ∈ [0, 1]に対して，xt+1 ∈
∪n−1

i=0 Gi が成り立つ．ただ

し xt+1 はシステム (2)によって決められる.

最後に，β = BU
n,l(α) のときに対する主張を記す. この仮定 β = BU

n,l(α) は，ノイズが加える前の NS モ

デルでは周期点を持たない場合のパラメータとなっていることを意味している．これまで [3, 4] では数値

的に α = 1/2, β = BU
4,1(1/2) = 17/30, θ = 1/15 の場合を考察され，また最近ではこの特別なパラメータ

(1/2, 17/30)に対してのみ，漸近的に安定的となることが [8]で証明されている．よって次の定理 3.7はこれ

らの主張を一般化したものにもなっている．

定理 3.7 (N) P をシステム (2)に対するマルコフ作用素 (13)とし，自然数 nと l ∈ Pr(n)に対し，(α, β)を

β = BU
n,l(α)を満たすように与える．このとき任意の θ > 0に対して，{P t}は漸近的に安定的である．



付録 A ファレイ数列

第 nファレイ数列 Fn とは，分母が n以下で，0以上 1以下のすべての既約分数を小さい順から並べてでき

る数列である．以下に F5 までを例示するが，ファレイ数列に関する諸性質は [7]を参照されたい．

F1 =

{
0

1
,
1

1

}
F2 =

{
0

1
,
1

2
,
1

1

}
F3 =

{
0

1
,
1

3
,
1

2
,
2

3
,
1

1

}
F4 =

{
0

1
,
1

4
,
1

3
,
1

2
,
2

3
,
3

4
,
1

1

}
F5 =

{
0

1
,
1

5
,
1

4
,
1

3
,
2

5
,
1

2
,
3

5
,
2

3
,
3

4
,
4

5
,
1

1

}
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