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1. はじめに
X ⊂ CPN を射影代数多様体，D ⊂ X を因子とし，β ∈ [0, 1] (cone angle) とする．
対数的Chow(半)安定性はこれらの組 (X,D, β)に対して定義される，幾何学的不変式
論的概念である．導入された動機としては (1)対数的K-安定性およびConical Kähler

Einstein (一般にConical constant scalar curvature)計量の存在との関連 [1]，(2)この
組のモジュライ空間のコンパクト化 [3, 9]がある．本講演では偏極トーリック多様体
とトーリック因子との組に対して，半安定性の必要条件を求める．さらに応用として，
いくつかの具体例に対して，Conical Kähler Einstein 計量の存在との関係を見る．

2. 対数的チャウ半安定性
X ⊂ P(V )をn 次元，d 次の既約な射影代数多様体とする．このとき

ZX :=
{
(H0, . . . , Hn) ∈ P(V ∗)n+1

∣∣ (∩n
i=0Hi) ∩X ̸= ∅

}
は P(V ∗)n+1の超曲面で，その多重次数は (d, . . . , d)なので，ZXで消える切断として，
XのChow 形式 RX ∈ (SymdV )⊗(n+1) が定数倍を除いて一意に定まる．
(SymdV )⊗(n+1)には自然にSL(V )が作用するが，その作用をα ∈ Rだけ捻ったもの

(i.e. (exp(u), RX) 7→ exp(αu) ·RX)を作用させたChow形式を, R
(α)
X と書くことにする．

定義 2.1. ([3, 9] c.f.[1]) Xは上の通りで，D ⊂ Xをd′次の既約因子とし，β ∈ [0, 1]と
する．

R
(2n)
X ⊗R

((1−β)(n+1))
D ∈ (SymdV )⊗(n+1) ⊗ (Symd′V )⊗n

のSL(V )-軌道の閉包が原点を含まないとき，(X,D, β)は対数的Chow半安定という．
また，偏極多様体 (X,L)とその因子Dに対しては，Liによる小平埋め込みD ⊂ X ⊂

P(H0(X,Li)∗)を通して，(X,D,Li, β)の対数的Chow半安定性を定義する．

注意 2.2. (1) β = 1のときは，Mumfordが定義した射影代数多様体のChow半安定性
[4]である．
(2) 作用のウェイト比を 2n : (1− β)(n+ 1) と取ると，対数的Chow半安定性から対

数的K-半安定性 (説明しない)が従う．
(3) 異なる既約因子の和

∑
p(1− βp)Dpに対しては，⊗pR

((1−βp)(n+1))
Dp

を考えることで
半安定性を定義する.
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3. 偏極トーリック多様体の場合の必要条件
Delzant多面体 P ⊂ Rnと n 次元偏極トーリック多様体 (XP , LP )とが一対一に対応
することが知られている．また，拡大 iP には，(XP , L

i
P )が対応する．具体的には，

{iP ∩Zn} ∼= {P ∩ (Z/i)n} := {ai,1, . . . , ai,Ni
} のときに，XPのLi

Pによる小平埋め込み
の像は以下のようになる:

closure of { [tai,1 : · · · : tai,Ni ] | t ∈ (C∗)n } ⊂ P(CNi).

さらに，１つの辺F ⊂ P にはトーリック多様体が持つ (C∗)n作用で不変な既約因子
(トーリック因子)DFが対応する．具体的には，{

[uai,1 : · · · : uai,Ni
] ∈ XP

∣∣∣ uk ≡ 0 iff ak /∈ F ∩ (Z/i)n
}
.

本講演の主結果は (XP , DF , L
i
P , β)の対数的Chow半安定性の１つの必要条件を，多

面体Pの情報で記述したものである．

定理 3.1. (XP , DF , L
i
P , β)が対数的Chow半安定性ならば，

#{P∩(Z/i)n}
(
2i

∫
P

gφdν+(1−β)

∫
F

gφdσ
)
≥

(
2iVol(P )+(1−β)Vol(F )

) ∑
a∈P∩(Z/i)n

gφ(a).

が任意 gφ ∈ PL(P, i)に対して成り立つ．ここで，gφはφ : P ∩ (Z/i)n → Zから “標準
的に”定まる，区分的線型な凹関数であり，dνはRnのEuclid体積形式である．dσは
次で定まる∂Pの体積形式である: Fを{hF (x⃗) = cF}と表すとき，dhF ∧ dσ = dν.

注意 3.2.

TP,i :=
{ (

t1, . . . , tNi−1, (t1 · · · tNi−1)
−1
) ∣∣ (t1, . . . , tNi−1) ∈ (C∗)Ni−1

} ∼= (C∗)Ni−1

はSL(CNi)の極大代数トーラスである．実は，定理 3.1の結論は，R
(2n)
XP

⊗R
((1−β)(n+1))
DF

のTP,i-軌道の閉包が原点を含まないことと同値である．幾何学的不変式論の一般論 (例
えば [5])により，SL(CNi)-軌道の閉包が原点を含まない (つまり半安定)ならば，極大
代数トーラスに関する軌道の閉包も原点を含まないことが知られている．

系 3.3. (XP , DF , L
i
P , β)が対数的Chow半安定性ならば，

#{P ∩ (Z/i)n}
(
2i

∫
P

x⃗dν+(1−β)

∫
F

x⃗dσ
)
=

(
2iVol(P )+ (1−β)Vol(F )

) ∑
a⃗∈P∩(Z/i)n

a⃗.

注意 3.4. β = 1の場合，定理 3.1と系 3.3は 小野 [6, 7]の結果と一致する．

4. Conical Kähler Einstein 計量の存在との関係
カレントの等式Ric(ω) = βω + (1 − β)[D]をみたすXのKählerカレント ωを，Dに
沿って cone angle 2πβをもつConical Kähler Einstein 計量という．Conical KE 計量の
存在から対数的K-(半)安定性が従うことが知られている．そこで，注意 2.2.(2)から，
「Conical KE から対数的Chow半安定性が従うか？」という問いは自然である．

例 4.1. (CP 1,O(i), (1− β0)[0] + (1− β∞)[∞])

この場合，系 3.3の(LHS)−(RHS) = 1
2
(i+1)(β0−β∞)となり，半安定ならばβ0 = β∞

が成立．これはConical KE計量が存在するための必要十分条件である．



例 4.2. (X = CP 2#CP 2, Li = K−i
X , D = (1− 13

14
)D1 + (1− 13

14
)D2 + (1− 5

7
)D∞)

ここで，XをCP 1上のCP 1束と見ると，D1, D2は0,∞ ∈ CP 1のファイバーで，D∞

は∞-切断である．このとき，Ric(ω) = 6
7
ω + (1− 6

7
)[ 1

1− 6
7

D]をみたすConical KE計量
が存在する [8]．しかしこの場合，系 3.3の (LHS)− (RHS) = (21

10
i− 5

35
)(1, 1)T となり，

半安定でない．これは高次二木不変量 [2]に相当する障害が影響していると思われる．
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