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1 背景

統計力学は，ミクロな構成単位が従う物理法則から，系全体の従うマクロな法則を導き出す

理論である．ミクロな構成単位が古典力学に従うとき古典統計力学，量子力学に従うとき量子

統計力学という．数理物理学においては，統計力学で考察される格子上の模型の平衡状態の一

意性などが研究対象になる．空間の平衡状態に対応するのが KMS状態である．KMS状態とは，

KMS(Kubo–Martin–Schwinger)条件，量子統計力学において熱平衡状態にある系の性質を数学

的に記述する条件を満たす状態のことである．

(X,σ)をシンプレクティック空間とし，Hをヒルベルト空間，Ψ(f), f ∈ X を f について線形

な自己共役作用素とすると，

[Ψ(f),Ψ(g)] = iσ(f, g)1 (1.1)

を満たすものを考える．ここで，[A,B] = AB−BAである．式 (1.1)を満たす自己共役作用素は

有界作用素で表されないことが一般に知られている．この Ψ(f)は場の作用素とも呼ばれる，

A(X,σ)を {Ψ(f) | f ∈ X }より生成される形式的な ∗-環とする．この環に対して，ハミルト
ニアンH より決定される時間発展，数学的には自己共役作用素H より構成される形式的な１径

数自己同型群

αt(A) = eitHAe−itH , A ∈ A(X,σ) (1.2)

を解析したい．しかしながら，H やA ∈ A(X,σ)は非有界作用素であるため，定義域を決定しな

ければならないなどの数学的な困難が生ずる．この問題を解決するために，場の作用素を有界化し

た作用素の族から構成されるC∗-環を考える．ユニタリ作用素W (f) = exp(iΨ(f))， f ∈ X より

構成されるC∗-環をワイルCCR環と呼び，場の作用素のレゾルベントR(λ, f) = (iλ1−Ψ(f))−1，

λ ∈ R\{0}, f ∈ Xより構成されるC∗-環をレゾルベントCCR環と呼ぶ．ワイルCCR環は，ボー

ズ・アインシュタイン凝縮の研究などに用いられてきた．しかし，ワイル CCR環では物理的に

興味のある１径数自己同型群をあまり定義できないことが知られている ([5]，[8])．2008年に D.

Buchholzと H. Grundlingにより定義されたレゾルベント CCR環ではワイル CCR環よりも豊
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富な，物理的に興味のある１径数自己同型群を定義できることがわかった ([5]，[7])．そこで私た

ちは，レゾルベント CCR環において１次元格子系を考え KMS状態の一意性を示した [10]．

今回は，私たちの結果 [10]をスピン系における結果と対比しながら解説する．この研究は，松

井卓教授との共同研究である．

2 スピン系におけるKMS状態の一意性

スピン系におけるKMS状態の一意性は１次元格子系と呼ばれるモデルで荒木 [1]，また２次元

以上の格子系では高温領域での KMS状態の一意性は様々な人々が証明している（詳細は [4]の

６章の Note and Remarks）．最近，Fröhlichと Ueltschiにより新たな手法で示された [9]．２次

元以上の格子系では，低温領域では KMS状態は一意的にならないことが知られている．今回は

d = 1のとき，荒木の手法を簡単に解説する．まずスピン系と１係数自己同型群を定義する．

2.1 スピン系と 1径数自己同型群

まず，スピン系において器となる C∗-環 (UHF環と呼ばれる)を定義する．

定義 2.1. C が ∗-環であるとは，C は C上の多元環であり，C 上の対合 (involution) ∗ : C → C と
呼ばれる全単射写像が存在し，

(λA+ µB)∗ = λA∗ + µB∗, (AB)∗ = B∗A∗, (A∗)∗ = A (2.3)

が任意の A,B ∈ C と λ, µ ∈ Cに対して成立することである．
C が C∗-環であるとは，C は ∗-環であり，また C 上完備なノルム ∥·∥が存在し，

∥AB∥ ≤ ∥A∥∥B∥, ∥A∗A∥ = ∥A∥2 (2.4)

が任意の A,B ∈ C について成立することである．

d ∈ Nとする．N ∈ Nを一つ固定し，任意の有限集合 Λ ⋐ Zd(⋐は有限集合)に対し，

AΛ =
⊗
k∈Λ

M(N,C) (2.5)

とおく．ここで，M(N,C)は複素数値N ×N -行列全体である．このとき {AΛ}Λ⋐Zd の帰納極限

(inductive limit)が存在し，C∗-環となっている．この C∗-環を Aとかく．Aは

A =
⊗
k∈Zd

M(N,C) (2.6)

と書かれることもある．次に 1径数自己同型群を A上に定義する．まず，相互作用と呼ばれる
作用素の族を定義する．Φ = {Φ(X)}X⋐Z が相互作用であるとは，任意の X ⋐ Zd に対して，
Φ(X)∗ = Φ(X) ∈ AX となることで，Φ(∅) = 0と約束する．相互作用Φに対して，ノルム ∥·∥rを

∥Φ∥r := sup
x∈Zd

∑
X∋x

∥Φ(X)∥r|X| (2.7)



と定義する．ここで，∥·∥はAのノルムで，|X|はX の元の個数である．ここで，行列 Aに対し

て A∗は Aの転置を取り，各成分に複素共役をとったものである．X の直径を diam(X)とする．

このとき，あるR > 0が存在して，diam(X) > Rとなる任意のX ⋐ Zdに対して，Φ(X) = 0と

なるとき，Φを有限有効距離相互作用 (finite-range interaction)と呼ぶ．Λ ⋐ Zd に対し，AΛ 上

の自己共役作用素HΛ を

HΛ =
∑
X⊂Λ

Φ(X) (2.8)

と定義する．このHΛ は物理的には局所的なハミルトニアンとなっている．A ∈ AΛ に対し，

αΛ
t (A) := eitHΛAeitHΛ (2.9)

と定義すると，αΛはAΛ上の 1径数自己同型群になっている．つまり，R ∋ t 7→ αΛ
t で αΛ

t1 ◦α
Λ
t2 =

αΛ
t1+t2，α

Λ
0 = idかつ

∥∥αΛ
t

∥∥ = 1を満たす．ある r > 1に対して，∥Φ∥r < ∞であれば A上の 1

径数自己同型群 αが存在して，

lim
n→∞

∥∥∥αt(A)− αΛn
t (A)

∥∥∥ = 0 (2.10)

が成立することが知られている ([4]や [13]など)．ここで，A ∈ AΛで極限はΛ ⊂ Λ1，Λn ⊂ Λn+1，

Λn ↗ Zd となるような Λn ⋐ Zd をとる．
今回は，単位元を持つ C∗-環しか扱わないので以下では単位元を持つことを仮定して定義を行

うが，単位元を持たない場合でも定義できる．まず，C∗-環上の状態を定義する．

定義 2.2. Cを単位元を持つ C∗-環，ω : C → Cの線形汎関数とする．ω(1) = 1かつ ω(A∗A) ≥ 0

となるとき，ωを C 上の状態 (state)と呼ぶ．

次に，KMS状態を定義する．

定義 2.3. Cを単位元を持つ C∗-環, ωを C上の状態とする．また，γを C上の 1径数自己同型群

とし，β > 0とする．ωが γ 不変，つまり，任意の A ∈ C に対して

ω(γt(A)) = ω(A), (2.11)

かつ，任意の A,B ∈ C に対して Iβ = { z ∈ C | 0 < Imz < β }上で解析的，Iβ の閉包 Iβ 上で連

続かつ有界であるような複素関数 FA,B が存在して，

FA,B(t) = ω(Aγt(B)), FA,B(t+ iβ) = ω(γt(B)A), A,B ∈ C (2.12)

を満たすときに，ωを (γ, β)-KMS状態であるという．

KMS状態におけるパラメータ βは逆温度と呼ばれるもので，熱力学や統計力学において，β =

(kT )−1 で定義される．ここで，kはボルツマン定数，T は系の絶対温度である．KMS状態の具

体例としては以下である．

例 2.4. M(N,C)上のエルミート行列H に対して，γt を

γt(A) = eitHAe−itH , A ∈M(N,C) (2.13)



とおく．このとき，(γ, β)-KMS状態 ωは

ω(A) =
Tr(e−βHA)

Tr(e−βH)
(2.14)

で与えられ，一意的である．

注意 2.5. A上では一般に β ∈ Rを仮定しても以下の話は成立するが，今回は β ≤ 0については

考えないことにする．

2.2 d = 1のときのKMS状態の一意性

この節では，任意の Λ ⋐ Zに対して，W (Λ) :=
∑
X {Φ(X) | X ⋐ Z, X ∩ Λ ̸= ∅, X ∩ Λc ̸= ∅ }

としたときに，有限集合の増大列 Λn ↗ Zに対して supn∈N ∥W (Λn)∥ < ∞を仮定する．このと
き，以下が成立する．

定理 2.6. (荒木, 1975) 任意の β > 0に対して (α, β)-KMS状態は一意的である．

まず (α, β)-KMS状態を一つ構成する．L ∈ Nに対して，ΛL := (−L,L] ⊂ Zとおく．また，
AL := AΛL

，HL := HΛL
，αL := αΛL とする．AL 上の (αL, β)-KMS状態 ωL を

ωL(A) =
Tr(e−βHLA)

Tr(e−βHL)
(2.15)

で定義する．Aは任意のX ⊂ Zに対しA = AX ⊗AXc と分解できる．τLc をAΛc
L
上のトレース

（このトレースは一意的に存在する．）とし，ωL ⊗ τLc を考える．以下，この状態も同様に ωL と

かく．Aは単位的 C∗-環なので，{ωL}L∈N は集積点をもつ．この集積点を ω とする．このとき，

ωは (α, β)-KMS状態となっている．

定理 2.6は，以下の２つの補題を用いて示される．まず，A上の KMS状態についての特徴づ

けを述べる．

補題 2.7. Φを A上の相互作用とする．Λ ⋐ Zに対して，αΛ を式 (2.9)で定義された AΛ 上の

1径数自己同型群とする．αΛがA上のある 1径数自己同型群 αに強収束することと ∥W (Λ)∥が
well-definedな Aの元であることを仮定すると A上の状態 ωと β > 0に対し以下は同値．

1. 状態 ωは (α, β)-KMS状態である．

2. ωはギブズ条件，GNS巡回ベクトル ξω が πω(A)′′ に対し，分離的であることと

ωPΛ = ωΛ ⊗ ω̃ (2.16)

が任意の Λ ⋐ Zに対して成立する．ここで，ωΛ は式 (2.15)で定義された AΛ 上の状態で

ω̃は AΛc 上の状態，ωPΛ は PΛ = βW (Λ)で摂動した状態である．



注意 2.8. ここでは，摂動した状態について定義せず，簡単な場合の具体例を紹介することに止

める（詳しくは，[4, Theorem 5.4.4.]．）．例 2.4の状況において，W ∈M(N,C)，W =W ∗とす

る．βW で ωを摂動した状態 ωW は，

ωW (A) =
Tr(e−β(H−W )A)

Tr(e−β(H−W ))
(2.17)

で与えられる．

定義 2.9. C を C∗-環とする．このとき，C 上の表現 (H1, π1)と (H, π2)が準同値であるとは，同

型写像 σ : π1(C)′′ → π2(C)′′が存在して，σ(π1(A)) = π2(A)，A ∈ C となることである．ここで，
Hをヒルベルト空間としたとき，M ⊂ B(H)に対して，M ′ = {A ∈ B(H) | AB = BA,B ∈M }
である．C 上の状態 ω1 と ω2 が準同値であるとは，それぞれの GNS表現が準同値であるときを

いう．

定義 2.10. C上の表現 (H1, π1)と (H, π2)に対して，π1の部分表現が π2と準同値であるとき，π1
は π2を準包含しているという. C上の状態 ω1と ω2に対して，それぞれのGNS表現 π1と π2に

対して，π1 が π2 を準包含している時 ω1 は ω2 を準包含しているという．

A上の状態に対して，準包含を特徴付ける条件を知りたい．ここで，状態に対する相対エント
ロピーを考える．詳しくは述べないが，２つの状態に対する距離のようなものである．特に，正

定値N ×N 行列A,B（つまり σ(A), σ(B) ⊂ (0,∞)，ここで σ(A)はAのスペクトラム）に対し

ては

S(A,B) = Tr(A logA−A logB) (2.18)

で与えられる．行列空間上の２つの状態に対する相対エントロピーは状態から定まる密度行列に

ついて相対エントロピーで定義する．

AL = A(−L,L] とおく．このとき，相対エントロピーを用いることで，以下が示せる．

補題 2.11. ϕ1 と ϕ2 を A上の状態とする．

sup
L∈N

S(ϕ1 ↾AL
, ϕ2 ↾AL

) ≡ µ <∞, (2.19)

が成立するならば，π2 は π1 を準包含する．ここで，πj は ψj (j = 1, 2)に付随する GNS表現で

ある．

定理 2.6証明の概略

ψを因子的 (α, β)-KMS状態，つまり ψに関するGNS表現が規約表現になっているとする．この

とき，上で構成した (α, β)-KMS状態 ωとの相対エントロピーを計算することで，一意性を示す．

相対エントロピーに関して次が言える．C = supn∈N ∥W (Λn)∥，またN ∈ Nに対して，βW (ΛN )

で摂動した状態を ψN とおくと，L ≤ N に対して，

S(ψN ↾AL
, ψ ↾AL

) ≤ 4βC. (2.20)

L ≤ N のとき，ψN ↾AL
= ωN ↾AL

である．ここで，ωN は式 (2.15)で定義された状態である．ま

た，相対エントロピーには下半連続性があるので，

S(ω ↾AL
, ψ ↾AL

) ≤ lim inf
N→∞

S(ωN ↾AL
, ψ ↾AL

) ≤ 4βC (2.21)



となる．補題 2.11より，ψと ωは準包含の関係があることがわかる．最後にフォンノイマン環論

における富田竹崎の定理を用いると，一意性が示せる．□

注意 2.12. d ≥ 2のときの KMS状態の一意性は β > 0によって状況が異なる．まず高温領域，

つまり β が十分小さいときは以下が示されている．

定理 2.13. (J. Fröhlich, D. Ueltschi, 2015)

相互作用 Φと β > 0が

β∥Φ∥N+1 <
1

2N
(2.22)

を満たすとき，(α, β)-KMS状態は一意的である．

低温領域，つまり β が大きいときは非一意性が導かれることが知られている．詳しくは [4]の

6.2.6節を見よ．

3 レゾルベントCCR環におけるKMS状態の一意性

私たちはスピン系におけるアナロジーを用いてレゾルベント CCR環における KMS状態の一

意性を示した [10]．この章では，その結果についての簡単な解説を行う．

3.1 定義

シンプレクティック空間 (X,σ)に対して，集合

R0(X,σ) = {R(λ, f) | λ ∈ R\{0}, f ∈ X } (3.23)

を考える．R0(X,σ)の元 R(λ, f)は以下の関係式を満たすとする．

R(λ, 0) = − i

λ
1, (3.24)

R(λ, f)∗ = R(−λ, f), (3.25)

νR(νλ, νf) = R(λ, f), (3.26)

R(λ, f)−R(µ, f) = i(µ− λ)R(λ, f)R(µ, f), (3.27)

[R(λ, f), R(µ, g)] = iσ(f, g)R(λ, f)R(µ, g)2R(λ, f), (3.28)

R(λ, f)R(µ, g) = R(λ+ µ, f + g){R(λ, f)

+R(µ, g) + iσ(f, g)R(λ, f)2R(µ, g)}, (λ ̸= −µ) (3.29)

ここで λ, µ, ν ∈ R\{0}と f, g ∈ X である．

(3.25)は，Ψ(f)の自己共役性，(3.26)と (3.29)がΨ(f)の f に関する線形性，(3.27)がレゾル

ベント公式，(3.28)が CCRを表している．

R0(X,σ)の表現 πをとると，∥π(R(λ, f))∥ ≤ |λ|−1となることがわかる．よって，普遍的ノル

ム ∥·∥u を
∥A∥u := sup { ∥πω(A)∥ | ω ∈ S(R0(X,σ)) } (3.30)



と定義する．ここで，ω ∈ S(R0(X,σ)) は ω : R0(X,σ) → C，ω(A∗A) ≥ 0，A ∈ R0(X,σ)，

ω(1) = 1を満たすもの全体の集合である．このノルムでR0(X,σ)を完備化した C∗-環をレゾル

ベント CCR環と呼び，R(X,σ)とかく．

3.2 表現

レゾルベント CCR環における特別な表現として正則表現と呼ばれるものがある．

定義 3.14. レゾルベント CCR環R(X,σ)の表現 (H, π)が正則表現であるとは，

kerπ(R(λ, f)) = {0} (3.31)

が任意の f ∈ X と λ ∈ R\{0}に対して成立することである．
また，レゾルベント CCR環 R(X,σ)上の状態 ω に付随する GNS表現が正則であるとき，ω

を正則状態と呼ぶ．

これは，表現空間において場の作用素が定義できるというものである．実際，擬レゾルベント

の議論（詳細は [14]）により π(R(λ, f)) = (iλ1−Ψπ(f))
−1となることがわかる．Ψπ(f)がCCR

を満たすことは多少の計算が必要である [5, Theorem 4.2.]．表現の具体例としては以下がある．

例 3.15. シンプレクティック空間として (R2n, σ)，n ∈ N，を考える．ここで，σは R2n の標準

基底 qk, pk，k = 1, · · · , nに対して，

σ(qj , pk) = δjk = −σ(pj , qk), σ(qj , qk) = 0 = σ(pj , pk) (3.32)

と定義する．ここで，δjk はディラックのデルタである．R(R2n, σ)に対して，L2(Rn)上の表現
π0 を

π0(R(λ,

n∑
k=1

(akqk + bkpk))) = (iλ1−
n∑
k=1

(akxk + bk(−i
∂

∂xk
)))−1 (3.33)

とおく．ここで，xk は掛け算作用素であり， ∂
∂xk
は微分作用素である．この表現はシュレーディ

ンガー表現と呼ばれる．

例 3.16. ヒルベルト空間 h上のボーズフォック空間 F+(h)というものを紹介する．ヒルベルト空

間 hに対するフォック空間 F(h)とは，

F(h) =

∞⊕
k=0

hk (3.34)

で定義される空間である．ここで，hk は hを k回テンソルしたヒルベルト空間であり，h0 = C
と約束する．任意の n ∈ Nと f ∈ hに対して，生成作用素 a∗(f)と消滅作用素 a(f)を

a∗(f)f1⊗· · ·⊗fn =
√
n+ 1f⊗f1⊗· · ·⊗fn, a(f)f1⊗· · ·⊗fn =

√
n⟨f, f1⟩f2⊗· · ·⊗fn (3.35)

とおく．ここで f1, · · · , fn ∈ h，⟨·, ·⟩は h上の内積である．これらは，稠密な空間上で定義され

た作用素となる．



次に，F(h)上の射影 P+ を定義する．任意の n ∈ Nと f1, · · · , fn ∈ hに対して

P+(f1 ⊗ · · · ⊗ fn) = (n!)−1
∑
σ∈Sn

fσ(1) ⊗ · · · ⊗ fσ(n) (3.36)

とおく．ここで，Snは n次の置換群である．このようにおくと P+は，有界な稠密に定義された

作用素であることがわかるので，F(h)全体への拡張が一意的に存在する．この拡張も P+と書く

ことにする．ボーズフォック空間 F+(h)を

F+(h) = P+F(h) (3.37)

と定義する．f ∈ hに対して，この空間上の生成演算子 a∗+(f)と a−(f)を

a∗+(f) = P+a
∗(f)P+, a+(f) = P+a(f)P+ (3.38)

とおき，また

Ψ(f) =
1√
2
(a∗+(f) + a+(f)) (3.39)

とおくと，Ψ(f) は自己共役作用素であり CCR を満たす．ここで，(a∗+(f) + a+(f)) は作用素

a∗+(f) + a+(f)の閉包である．なので，f, g ∈ hに対して，σ(f, g) = Im⟨f, g⟩とおくと，(h, σ)は

シンプレクティック空間であり，πF を

πF (R(λ, f)) = (iλ1−Ψ(f))−1 (3.40)

とおくと，これはR(h, σ)の表現となっている．この表現をフォック表現と呼ぶ．

任意の集合 Λ ⊂ Zに対して，cc(Λ)を有限の台を持つ関数 f : Λ → C全体の集合とする．こ
のとき，cc(Λ) ⊂ ℓ2(Z) である．ここで，ℓ2(Z) は２乗和が有界である C 上の数列全体である．
f, g ∈ cc(Λ)に対して σ(f, g) = Im⟨f, g⟩ℓ2 とおくと，(cc(Λ), σ)はシンプレクティック空間になっ

ている．ここで，⟨·, ·⟩ℓ2 は ℓ2(Z)上の標準内積である．L ∈ Nに対して，ΛL = (−L,L] ⊂ Zとお
く．以下では，R(cc(ΛL), σ)を単にRL，また，R(cc(Z), σ)をRとかく．

3.3 1系数自己同型群

まず π0(RL)，L ∈ Nに対して，1径数自己同型群が定義できることを示す．以下では，次のよ

うな L2(R2L+1)上の自己共役作用素HL を考える:

HL :=
∑

−L<k≤L

(− ∂2

∂x2k
+ ω2x2k + V (xk)) +

∑
−L<k<L

φ(xk − xk+1). (3.41)

ここで，V, φは R上の R値急減少関数である．このとき，以下が示せる．

命題 3.17. αL を

α̃Lt (A) = eitHLAeitHL , A ∈ B(H) (3.42)

と定義すると，αL は π0(RL)上の１径数自己同型群となっている．



π0 は忠実な表現，つまり，kerπ = {0}となっている．よって，

αLt (A) := π−1
0 (α̃Lt (π0(A))), A ∈ RL (3.43)

とおくと，αL はRL 上の１径数自己同型群である

さらに，Lieb–Robinsonの評価（[11], [12], [13]）というものを用いると，以下が示せる．

命題 3.18. αL に対して，ノルム極限

αt(A) = lim
L→∞

αLt (A) (3.44)

が存在して，αはR上の 1径数自己同型群となっている．

以下で，この αに対する KMS状態を考える．

3.4 KMS状態

まずKMS状態を構成する．ヒルベルト空間HLをHL := L2(R2L+1)⊗F+(L
2(R))とおく．H0

として

H0 = − d2

dx2
+ ω2x2 (3.45)

と定義する．このとき，e−βHL ⊗ e−βdΓ(H
0) は HL 上でトレースクラス作用素になっている．こ

こで，dΓ(H0)は H0 の第２量子化された作用素であり，詳しい解説は省略するが H0 をボゾン

フォック空間に持ち上げた作用素である．詳しくは [4]．π = π0 ⊗ πF とおく．このとき，R上の
状態 ωL を

ωL(A) =
Tr(e−βHL ⊗ e−βdΓ(H

0)π(A))

Tr(e−βHL ⊗ e−βdΓ(H0))
(3.46)

とおくと，これは正則な状態となっている．{ωL}L∈Nは単位的 C∗-環上の状態の族であり，これ

は集積点 ωをもつ．この ωは正則な (α, β)-KMS状態になっていることがわかる．

スピン系における補題 2.7と補題 2.11が次のように書きかわる．

命題 3.19. ψをR上の正則な (α, β)-KMS状態とする．ここで，αは命題 3.18で定義された 1径

数自己同型群であり，β > 0である．W (L) := φ(xL− xL+1) +φ(x−L+1 − x−L) (L ∈ N)とおく．

ψβW (L) = ψL ⊗ ψ̃ (3.47)

を満たす．ここで，ψ̃はRLc上の状態で，ψβW (L)は状態ψを βπψ(W (L))で摂動したものである．

補題 3.20. ψ1 と ψ2 をR上の正則状態とする．

sup
L∈N

S(ϕ1 ↾RL
, ϕ2 ↾RL

) ≡ µ <∞, (3.48)

が成立するならば，π2 は π1 を準包含する．ここで，πj は ψj (j = 1, 2)に付随する GNS表現で

ある．

定理 2.6の証明と同様に議論を行うと，以下が示せる．

定理 3.21. β > 0かつ正則な (α, β)-KMS状態は一意的に存在する．

注意 3.22. 正則でない (α, β)-KMS状態は多数存在する．例えば，[7]を見よ．
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