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1 Introduction

測度距離空間の幾何学は,リーマン多様体の収束理論に由来し,その一般化として研究さ
れてきた. 深谷は [7]でリーマン多様体の次元を保たない変形 (崩壊)の下でのラプラシア
ンの固有値の振る舞いを研究するため, リーマン多様体の一般化である測度距離空間のク
ラスに測度付きGromov-Hausdorff位相 (以下, mGH位相とかく)を定義した. 深谷は, 断
面曲率が上下に一様有界で,直径が一様有界であるコンパクトリーマン多様体の列がmGH

収束するとき, 極限空間にラプラシアンに対応する自然な作用素が定義され, 固有値や固
有関数が収束することを示した. 測度距離空間の幾何学が導入された背景として, リーマ
ン多様体のmGH収束を考えたとき, 極限空間がリーマン多様体の構造を持たない場合を
含む研究がなされたということが挙げられる. また [7]で深谷は断面曲率の有界性をRicci

曲率が下に一様有界であるという条件に弱めても同様のことが成り立つと予想した. この
予想は, Cheeger-Coldingの [4–6]の一連の研究により, 肯定的に解決された.

また, 深谷の研究に続き, mGH収束するリーマン多様体の列に対するエネルギー汎関数
の収束の研究がある. 加須栄-久村は [11,12]でコンパクトリーマン多様体のクラスにスペ
クトル距離を導入し, mGH収束するリーマン多様体の熱核の収束を研究した. 桑江-塩谷
は, mGH収束する測度距離空間上のHilbert空間の収束理論を [13, 14]で研究した. その
際, 桑江-塩谷は, 変分理論に由来する Γ収束やMosco収束とよばれる収束を用いて, エネ
ルギー汎関数の収束理論を整備した.

一方で, 曲率の条件を含む収束理論の観点から, 測度距離空間上に曲率の概念を一般化
する研究がなされた. 断面曲率を一般化した曲率を持つ空間として, Alexandrov空間が収
束理論以前から知られていた. Lott-Villaniと Sturmはそれぞれ独立に [15], [18]によって
曲率次元条件と呼ばれる測度距離空間上のRicci曲率の下限条件に対応する条件を定義し
た. 曲率次元条件を満たす空間を CD空間という. その後, Ambrosio-Gigli-Savaréによっ
てCD空間よりも強い条件を満たすRCD空間が [3]で定義された. RCD空間はリーマン
多様体のような良いエネルギー解析を行える測度距離空間として広く研究されている.

測度距離空間の研究の中に, 空間列の収束に対する条件の安定性の研究がある. 共通の
性質を満たす測度距離空間の列 {Xn}がある測度距離空間 Y になんらかの意味で収束す
るとき, Y も同様の性質を満たすかという問題の研究は, 収束理論において極限空間を調
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べるための興味深い研究の一つである. 測度距離空間列の収束概念の一つとして, Gromov

は [10]で球面の測度集中現象などを捉えた集中と呼ばれる収束を定義した. 集中はmGH

位相よりも弱い位相を与えることが知られている. 集中する測度距離空間列において曲率
次元条件の安定性が [8]によって知られている.

今回, 集中する測度距離空間列において, RCD空間であるという条件の安定性について
研究し,リーマン多様体におけるDirichletエネルギー汎関数にあたるL2空間上のCheeger

エネルギー汎関数のMosco収束を調べることで, ある条件を満たす空間列に対してRCD

空間の安定性に関する結果を得た.

この研究の先行研究としては, 加須栄-久村 [11, 12], 桑江-塩谷 [13, 14]によるmGH収束
するリーマン多様体上のエネルギー汎関数の収束やGigli-Mondino-Savaréによる [9]での
点付き測度付きGromov収束という収束における測度距離空間上のCheegerエネルギー汎
関数の収束とRCD空間の安定性の研究が挙げられる. 先行研究における空間列の収束は,

空間列と極限空間をある共通の空間に等長に埋め込んで, 各空間上の L2空間を共通の空
間上のL2空間と考えることができる. しかし, 集中する空間列には先行研究と同様の共通
の空間は存在しない場合がある. そこで新たに集中する空間列に合う L2関数列の収束を
与え, 先行研究にない新しい枠組みでの研究を行った.

2 測度距離空間の幾何学

2.1 曲率次元条件

測度距離空間 (X, d,m)とは, 完備可分距離空間 (X, d)とその上の Borel確率測度mの
3つ組である. P (X)をX上のBorel確率測度全体の集合とし, 次の部分集合を考える.

P2(X) :=

{
µ ∈ P (X)

∣∣∣∣ある点 x ∈ Xが存在して,
∫
X

d(x, x)2 dµ(x) < +∞
}
. (1)

P2(X)上に最適輸送理論においてよく知られる L2-Wasserstein距離を

W2(µ1, µ2) := inf
π∈Π(µ1,µ2)

(∫
X×X

d(x, x′)2 dπ(x, x′)

) 1
2

(µ1, µ2 ∈ P2(X)) (2)

により定める. ただし, Π(µ1, µ2) := {π ∈ P (X × X) | pri∗π = µi (i = 1, 2)}であり,

pri : X ×X → Xは自然な射影である. また, pri∗πは, 一般に p : X → Y と µ ∈ P (X)に
対して p∗µ(·) := µ(p−1(·))により定まる押し出し測度 p∗µ ∈ P (Y )である. (P2(X),W2)は
完備可分距離空間になる. これを L2-Wasserstein空間という.

また, 相対エントロピー汎関数 Entm : P (X) → [0,+∞]を

Entm(µ) :=


∫
X

ρ(x) log ρ(x) dm(x) (≤ +∞) (µがmに関して絶対連続のとき)

+∞ (その他)
(3)

により定める. ただし, ρはmに関する µの密度関数である. D(Entm) := {µ ∈ P (X) |
Entm(µ) < +∞}とする.



測度距離空間におけるRicci曲率の下限条件に対応する曲率次元条件が [15], [18]で次の
ように定義された.

定義 2.1. 測度距離空間 (X, d,m)がK ∈ Rに対して曲率次元条件CD(K,∞)を満たすと
は, 任意の 2つの測度 µ0, µ1 ∈ P2(X)∩D(Entm)に対して, 次を満たす µ0と µ1を結ぶW2

測地線 µ : [0, 1] ∋ t 7→ µt ∈ P2(X)が存在するときをいう. 任意の t ∈ [0, 1]に対し,

Entm(µt) ≤ (1− t)Entm(µ0) + tEntm(µ1)−
K

2
t(1− t)W2(µ0, µ1)

2 (4)

が成り立つ.

次の定理は, 実際に曲率次元条件がリーマン多様体におけるRicci曲率の下限条件とし
て特徴づけられることを意味している.

定理 2.2 (cf. [16]). K ∈ Rとする. 完備リーマン多様体M に対して, M がCD(K,∞)を
満たすこととM のRicci曲率の下限がK以上であることは同値である.

2.2 Cheegerエネルギー汎関数

(X, d,m)を測度距離空間とする. Lip(X)をX上の Lipschitz関数全体とする.

f ∈ Lip(X)に対して, 局所Lipschitz定数 |∇f | : X → [0,+∞)を

|∇f |(x) := lim sup
x′→x

|f(x)− f(x′)|
d(x, x′)

(5)

で定める. Cheegerエネルギー汎関数とよばれるL2(X,m)上の汎関数Ch : L2(X,m) →
[0,+∞]を次で定める.

Ch(f) :=
1

2
inf

{
lim inf
i→∞

∫
X

|∇fi|2 dm
∣∣∣∣ fi ∈ L2(X,m) ∩ Lip(X), fi

L2

−→ f

}
. (6)

この定義において, L2(X,m)の中で L2(X,m) ∩ Lip(X)が稠密であることから, f の近似
列 fiの存在が保証される. W 1,2(X, d,m) := {f ∈ L2(X,m) | Ch(f) < +∞}とする.

Ambrosio-Gigli-Savaréは [3]で次の条件を定義し, その条件を満たす空間のCheegerエ
ネルギー汎関数の熱流や対応するラプラシアンの固有値などを研究した.

定義 2.3. 測度距離空間 (X, d,m)がK ∈ Rに対してリーマン的曲率次元条件RCD(K,∞)

を満たすとは, XがCD(K,∞)を満たし, かつ, Cheegerエネルギー汎関数Chが 2次形式
となる, すなわち, 任意の f, g ∈ L2(X,m)に対して,

Ch(f + g) + Ch(f − g) = 2Ch(f) + 2Ch(g) (7)

を満たすときをいう.

3 測度距離空間列の集中
(X, d,m)を測度距離空間とする. X上の有界な連続関数全体の集合をCb(X)とする.



確率測度の列 {µn}n∈N ⊂ P (X)が確率測度 µ ∈ P (X)に弱収束するとは, 任意の f ∈
Cb(X)に対して,

lim
n→∞

∫
X

f(x) dµn(x) =

∫
X

f(x) dµ(x) (8)

が成り立つときをいう. {µn}n∈Nが µに弱収束するとき, µn
w−→ µと表す.

また, 2つのBorel可測関数 f, g : X → Rに対し, Ky Fan距離 dmKF(f, g)を次を満たす
ような実数 ε > 0の下限として定める.

m({x ∈ X | |f(x)− g(x)| > ε}) ≤ ε. (9)

Ky Fan距離 dmKFは Borel可測関数全体の集合上の距離であり, 関数列の測度収束の位相
を与える. Lip1(X)をX上の 1-Lipschitz関数全体の集合とする. ただし, 1-Lipschitz関
数とは, Lipschitz定数が 1以下の関数である.

測度距離空間列の集中は, 測度の弱収束と 1-Lipschitz関数全体の集合の収束により特徴
づけられる空間列の収束である. 空間列の集中現象はGromovによって [10]で研究された.

定義 3.1. 測度距離空間の列 {(Xn, dn,mn)}n∈Nが測度距離空間 (Y, d,m)に集中するとは,

あるBorel可測写像の列 pn : Xn → Y で

lim
n→∞

dH(Lip1(Xn), pn
∗Lip1(Y )) = 0, pn∗mn

w−→ m (10)

を満たすものが存在するときをいう. ただし, dHはKy Fan距離 dmn
KF に関するHausdorff

距離であり, また, pn
∗Lip1(Y ) := {f ◦ pn | f ∈ Lip1(Y )}である.

注意 3.2. Gromovは測度距離空間 (の同型類)全体の集合にオブザーバブル距離と呼ばれ
る距離を定義し, その距離による収束を集中と呼び, 研究した ([10], [17]参照). 上の定義
はGromovによって研究された空間列の集中の同値条件の一つである.

集中する測度距離空間列の重要な例として Lévy族がある. 測度距離空間の列 {Xn}n∈N
がLévy族であるとは, Xnが 1点からなる測度距離空間に集中するときをいう.

例 3.3. 半径 1のn次元球面Sn(1)を自然なリーマン距離と正規化されたリーマン体積測度
をもつ測度距離空間とする. このとき, 空間列 {Sn(1)}n∈Nは Lévy族である. これは Lévy

による古典的な球面の測度集中現象を捉えている.

集中の定義の pnは次の意味でほぼ 1-Lipschitz写像であることが知られている. 測度距
離空間 (X, dX ,mX), (Y, dY ,mY )とする. 写像 p : X → Y が誤差 εを持つ 1-Lipschitz写
像であるとは, あるBorel集合 X̃ ⊂ Xが存在して, 次の (1), (2)を満たすときをいう.

(1) mX(X̃) ≥ 1− εが成り立つ.

(2) x, x′ ∈ X̃に対して, dY (p(x), p(x
′)) ≤ dX(x, x

′) + εが成り立つ.

集中の定義の pnは 0に収束する誤差を持つ 1-Lipschitz写像である.



4 L2関数列の収束とエネルギー汎関数の収束
測度距離空間の列 {(Xn, dn,mn)}n∈Nと測度距離空間 (Y, d,m)に対して, Borel可測写像

pn : Xn → Y で pn∗mn
w−→ mを満たすものが存在すると仮定する. このとき, “空間をわた

る”L2関数列の収束を次で定める.

定義 4.1. fn ∈ L2(Xn,mn), f ∈ L2(Y,m)とする. fnが f に L2弱収束するとは, 任意の
φ ∈ Cb(Y )に対して,

lim
n→∞

∫
Xn

φ(pn(x))fn(x) dmn(x) =

∫
Y

φ(y)f(y) dm(y) (11)

を満たし, かつ,

sup
n∈N

∫
Xn

fn(x)
2 dmn(x) < +∞ (12)

を満たすときをいう. また, fnが f に L2強収束するとは, fnが f に L2弱収束し, かつ,

lim
n→∞

∫
Xn

fn(x)
2 dmn(x) =

∫
Y

f(y)2 dm(y) (13)

を満たすときをいう. fnが fにL2弱収束するとき, fn
L2-w−−−→ fと表し, L2強収束するとき,

fn
L2-s−−→ f と表す.

このようなL2関数列の収束が存在するとき, [14]により, L2空間上のエネルギー汎関数
の列に対し, 次のMosco収束と呼ばれる収束が定義できる.

定義 4.2. En : L2(Xn,mn) → [0,+∞], E : L2(Y,m) → [0,+∞]とする. 次の 2つの条件
を満たすとき, EnがEにMosco収束するという.

(1) 任意の f ∈ L2(Y,m)に対して, ある fn ∈ L2(Xn,mn)が存在して, fn
L2-s−−→ f を満た

し, かつ,

lim
n→∞

En(fn) = E(f) (14)

を満たす.

(2) 任意の fn ∈ L2(Xn,mn), f ∈ L2(Y,m)に対して, fn
L2-w−−−→ f が成り立つならば,

lim inf
n→∞

En(fn) ≥ E(f) (15)

が成り立つ.

5 主結果

5.1 ファイバー制御条件

主結果を述べる準備をする. 次の定理がよく知られている.



定理 5.1 (測度分解定理). (X, dX), (Y, dY )を完備可分距離空間とし, p : X → Y を Borel

可測写像とする. このとき, 任意の µ ∈ P (X)に対して, 次の (1) - (3)を満たすようなX

上の確率測度の族 {µy}y∈Y ⊂ P (X)が存在する.

(1) 任意のBorel部分集合A ⊂ Y に対して, Y ∋ y 7→ µy(A) ∈ [0, 1]がBorel可測関数で
ある.

(2) p∗µ-a.e. y ∈ Y に対し, µy(X \ p−1(y)) = 0が成り立つ.

(3) 任意のBorel可測関数 f : X → [0,+∞)に対し,∫
X

f(x) dµ(x) =

∫
Y

∫
p−1(y)

f(x) dµy(x)d(p∗µ)(y) (16)

が成り立つ.

さらに, {µy}y∈Y は p∗µ-a.e.に関して一意である. {µy}y∈Y を pによる µの分解という.

(X, dX ,mX), (Y, dY ,mY )を測度距離空間とし, p : X → Y を 1-Lipschitz写像とする. こ
のとき, 次のファイバー制御条件を導入する.

定義 5.2. p : X → Y がファイバー制御条件 FCを満たすとは, あるBorel集合 Ỹ ⊂ Y が
存在して, p∗mX(Ỹ ) = 1を満たし, かつ, 任意の 2点 y, y′ ∈ Ỹ に対し, あるBorel可測写像
ψyy′ : p

−1(y) → p−1(y′)で次を満たすものが存在するときをいう.

(1) ψyy′∗µy = µy′が成り立つ.

(2) 任意の点 x ∈ p−1(y)に対し, dX(x, ψyy′(x)) = dY (y, y
′)が成り立つ.

ただし, {µy}y∈Y はmX の pによる分解である.

5.2 主結果

ファイバー制御条件を満たすような列 pn : Xn → Y に対して次のような結果を得た.

定理 5.3. {(Xn, dn,mn)}n∈Nを測度距離空間の列, (Y, d,m)を測度距離空間とし, pn : Xn →
Y を 1-Lipschitz写像とする. さらに, 次を仮定する.

(1) 任意の n ∈ Nに対して, pn∗mn = mが成り立つ.

(2) 各 pnは FCを満たす.

このとき, XnのCheegerエネルギー汎関数Chnは Y のCheegerエネルギー汎関数Chに
Mosco収束する.

さらに, 測度距離空間の列がCD(K,∞)を満たすときには次が得られる.

定理 5.4. K ∈ Rとする. {(Xn, dn,mn)}n∈N を CD(K,∞)を満たす測度距離空間の列,

(Y, d,m)を測度距離空間とし, pn : Xn → Y を 1-Lipschitz写像とする. さらに, 次を仮定
する.



(1) pn∗mn
w−→ mが成り立つ.

(2) 各 pnは FCを満たす.

(3) 各 nに対して, mnの pnによる分解 {µn
y}y∈Y が {µn

y}y∈Y ⊂ P2(Xn)となる.

このとき, XnのCheegerエネルギー汎関数Chnは Y のCheegerエネルギー汎関数Chに
Mosco収束する.

mnの分解がP2(Xn)に属すという条件はXnが有限な直径を持つときは常に満たされる
条件である. また, 次が成り立つことも得られた. 次の定理は定理 5.4を証明する際にも用
いている.

定理 5.5. (X, dX ,mX)を CD(K,∞)を満たす測度距離空間, (Y, dY ,mY )を測度距離空間
とし, p : X → Y を 1-Lipschitz写像とする. さらに, 次を仮定する.

(1) p∗mX = mY が成り立つ.

(2) pは FCを満たす.

(3) mX の分解 {µy}y∈Y が {µy}y∈Y ⊂ P2(X)となる.

このとき, Y もCD(K,∞)を満たす.

定理 5.4, 5.5から, RCD(K,∞)の安定性に関する次のような結果が得られた.

定理 5.6. {(Xn, dn,mn)}n∈NをRCD(K,∞)を満たす測度距離空間の列, (Y, d,m)を測度
距離空間とし, pn : Xn → Y を 1-Lipschitz写像とする. さらに, 定理 5.4の仮定 (1) - (3)を
満たすとする. このとき, Y もRCD(K,∞)を満たす.

5.3 主結果の例と応用

例 5.7. {(Xn, dn,mn)}n∈Nを Lévy族とし, (Y, d,m)を測度距離空間とする. このとき, Xn

と Y の lp直積空間Xn ×lp Y は Y に集中することが知られている. ただし, 1 ≤ p ≤ +∞
であり, lp直積空間Xn ×lp Y とは, 直積集合Xn × Y に, lp距離 dlpと直積測度mn ⊗mを
与えた測度距離空間である. dlpは任意の (x, y), (x′, y′) ∈ Xn × Y に対して次で定義する.

dlp((x, y), (x
′, y′)) :=

{
(dn(x, x

′)p + d(y, y′)p)
1
p (1 ≤ p < +∞のとき)

max{dn(x, x′), d(y, y′)} (p = +∞のとき)
. (17)

この集中は pn : Xn ×lp Y → Y を自然な射影としてとることで得られるが, pnは FCと
pn∗(mn ⊗ m) = mを満たす 1-Lipschitz写像である. したがって, Cheegerエネルギーは
Mosco収束し, さらに, もしXn×lp Y がRCD(K,∞)を満たすならば, Y もRCD(K,∞)を
満たす. 集中する測度距離空間の列の非自明な例に対してRCD(K,∞)の安定性が示され
た結果はこれまで知られていなかった.

さらに, 前述の主結果について, ファイバー制御条件という強い構造条件を課している
一方で, {Xn}n∈Nが Y に収束している必要はない. 主結果の重要な応用として, 群作用を
もつ測度距離空間の軌道空間の性質に関する次の結果を得た.



定理 5.8. (X, d,m)を測度距離空間とし, Gをコンパクト位相群とする. さらに, X は次
の (1) - (3)を満たすようなGの連続な作用を持つとする.

(1) 任意の x, y ∈ Xと任意の g ∈ Gに対して, d(gx, gy) = d(x, y)が成り立つ.

(2) m-a.e. x ∈ Xに対して, xの安定部分群Gxが単位元のみから成る.

(3) 任意の g ∈ Gに対して, g∗m = mが成り立つ.

軌道空間X/Gへの射影を π : X → X/Gとする. このとき, 次が成り立つ.

(1) (X, d,m)がCD(K,∞)を満たすならば, (X/G, dX/G, π∗m)もCD(K,∞)を満たす.

(2) (X, d,m)がRCD(K,∞)を満たすならば, (X/G, dX/G, π∗m)もRCD(K,∞)を満たす.

ただし, dX/Gは作用が等長で任意の軌道Gxが閉集合のとき,

dX/G(Gx,Gx
′) = inf

g,g′∈G
d(gx, g′x′) (18)

によって定まるX/G上の距離である.
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[1] L. Ambrosio, N. Gigli, and G. Savaré, Gradient flows in metric spaces and in the space of probability

measures, Lectures in Mathematics ETH Zürich, Birkhäuser Verlag, Basel, 2005.
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