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1. 導入
1.1. 背景

3次元Navier-Stokes 方程式

∂tv + (v · ∇)v = −∇p+ ν∆v in R3 × (0,∞)

div v = 0 in R3 × (0,∞)

v(x, 0) = v0(x) in R3,

について, 滑らかな時間大域解が存在するか否かという問題は未解決ミレニアム問題の
一つである. また, Navier-Stokes 方程式は乱流を含めた粘性流体の運動をうまく記述
できる. 実はこの乱流こそがNavier-Stokes 方程式の解の爆発問題のカギを握っている
のではないかと考える研究者もいる [12]. そこで, 乱流に注目してこの解の爆発問題を
考察することを考えた.

乱流では, エネルギーが遷移する様子に特徴がある. その様子をエネルギーの減衰則
[9] と呼び乱流の重要な性質の一つとして考えられている. また, Navier-Stokes 方程式
の直接数値計算によって得られた発達した乱流でもこのエネルギーの減衰則が確かめ
られている. 近年では, 粘性項のラプラシアンの冪数を調整し高周波をダンピングさせ
るように変化させた方程式 (この方程式をRNSと呼ぶ)の直接数値計算によって得られ
た発達した乱流でもこの減衰則を満たすようにできることが示されている [15]. つまり,

乱流研究においてRNSは元のNavier-Stokes方程式と同様に重要である. そこで, RNS

の単純な拡張として次の連立方程式を考えることとした:

∂tv + (v · ∇)v = −∇p− ν(−∆)α/2v in R3 × (0,∞) (1)

div v = 0 in R3 × (0,∞) (2)

v(x, 0) = v0(x) in R3. (3)

ただし, v = v(x, t) = (v1(x, t), v2(x, t), v3(x, t))を速度ベクトル, p = p(x, t)を圧力,

ν > 0を動粘性係数とする. また, v0(x)は div v0 = 0を満たす初期速度ベクトルする.

ここで, F をR3上の 2乗可積分関数L2からL2へのフーリエ変換として, 微分作用素
(−∆)α/2は次のように定める.

定義. [[13]-Chapter 5] 0 < α < 3を満たすαと f ∈ Hαに対して, 微分作用素 (−∆)α/2

を

F
[
(−∆)α/2f(x)

]
(ξ) = |ξ|αF[f ](ξ),

として定義する.
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この連立偏微分方程式 (1)∼(3)を (NS)α と書く. (NS)αは J. L. Lions によて初めて
研究され, α ≥ 5/2での時間大域的な滑らかな一意解の存在を示されている [11]. さら
に, O. A. Ladyzhenskayaが洗練した証明を与えた. 最近では, α = 5/2よりも指数を若
干弱めた場合での滑らかな時間大域解の存在などの研究がされている [14]. また, α = 2

の場合, つまり, Navier-Stokes 方程式の場合については, J. Leray[10], E. Hopf[8]らに
よって弱解の存在が示されてる. しかし, その弱解の正則性や一意性の証明はいまだに
解決されていない. この, “大きな初期値 v0に対して, 滑らかな時間大域解が存在する
か?”という問題はクレイ研究所が提示したミレニアム問題の一つである. 一方で, 主定
理で考察する 0 < α < 2のようにラプラシアンの冪が 1以下の場合では, 弱解の存在す
ら示されていない.

Navier-Stokes 方程式の解の滑らかさを有限時間で失うか否かという問題を考えるう
えで渦度ベクトルは速度ベクトルよりも重要だと示唆されている [5, 7]. ただし, 渦度ω

を速度 vを用いて次で定義する:

ω = rot v.

重要な解の延長条件として次の命題がある.

命題 1.1 ([1]). あるM0, T
⋆が存在し, 任意のT (< T ⋆)に対して v(x, t) ∈ Es(T )となる

Euler方程式の解の渦度ω(x, t) := rot v(x, t)が次を満たすとする.∫ T

0

∥ω(x, t)∥∞dt < ∞.

このとき, v(x, t) ∈ Es(T
⋆)を満たす.

ただし, 関数クラスEs(T )を次のように定義した:

Es(T ) := C([0, T ];Hs) ∩ C1([0, T ];Hs−1) (s ≥ 3).

J. T. Beale-T. Kato-A. Majdaらは Euler方程式について示したが, 全く同じ証明方法
で, (NS)αについても証明することができる. さらに, P. Constantin-C. Fefferman[6]で
はNavier-Storkes 方程式の解の爆発と渦度の“方向ベクトル”との関係を初めて明らか
にした. これを, H. Beirão da Veiga, L. Berselli [3, 2] らが次のように改良した.

命題 1.2 ([3]). vを v0 ∈ H1
σに対する (NS)2の弱解とする. また, β ∈ [1/2, 1]とする.

K < |ω(x, t)|, |ω(x+ h, t)| を満たす t ∈ [0, T ), x, x+ h ∈ R3 に対して

g(t, x) ≥
√
1− (ξ(x, t) · ξ(x+ h, t))2

|h|β
(=: ηβ(x, h, t)) ,

となる K > 0 と g ∈ La(0, T ;Lb)

2

a
+

3

b
= β − 1

2
with a ∈

[
4

2β − 1
,∞

]
が存在するとする. この時 (NS)2の解は, 時刻 [0, T ]で爆発しない.



命題 1.3 ([2]). vを v0 ∈ H1
σに対する (NS)2の弱解とする. また, β ∈ [0, 1/2] とする.

K < |ω(x, t)|, |ω(x+ h, t)| を満たす t ∈ [0, T ), x, x+ h ∈ R3 に対して

1

ρ
≥ ηβ(x, h, t),

となる K > 0とρ > 0が存在するとする. さらに

ω ∈ L2(0, T ;Lr) r =
3

β + 1

とする. この時 (NS)2の解は, 時刻 [0, T ]で爆発しない.

v0 ∈ W 1,p
σ ∩ Hk(k ≥ 3)の初期値とし (NS)αに対しても, D. Chae[4]は次のようなこ

とを示した. ただし, pは2m (m ≥ 1)の形で書け, max{ 6
α
− 2, 3

α
} ≤ pを満たすとする.

命題 1.4 ([4]). あるM0, T
⋆が存在し, 任意の T (< T ⋆)に対して v(x, t) ∈ Es(T )とな

る (NS)αの解の渦度 ω(x, t) := rot v(x, t)が次を満たすとする. さらに ω(x, t) ̸= 0 に
対して, ξ(x, t) = ω(x, t)/|ω(x, t)| と定義する. このもとで, β ∈ (0, 1), h ∈ ( 3

3－β
,∞],

p1 ∈ (1,∞], r ∈ (1, 3
β
) は β

3
< 1

p1
+ 1

r
< α+β

3
と 1

r
+ 1

h
< 1 + β

3
, r1, q ∈ [1,∞] を満たす実

数として,

ξ(x, t) ∈ Lr1(0, T ; Ḟβ
p1,h

) and ω(x, t) ∈ Lq(0, T ;Lr)

with
α

r1
+

α

q
+

3

p1
+

3

r
≤ α + β.

を満たすとする. このとき, v(x, t) ∈ Es(T
⋆)を満たす.

ここで, 関数空間 Ḟ s
p1,q
はセミノルム

Ḟ s
p1,q

:=



∥∥∥∥∥
(∫

R3

|f(x+ y)− f(x)|q

|y|n+sq
dy

) 1
q

∥∥∥∥∥
Lp(R3,dx)

if 1 ≤ q < ∞∥∥∥∥∥ess sup|y|̸=0

|f(x+ y)− f(x)|
|y|s

∥∥∥∥∥
Lp(R3,dx)

if q = ∞.

が有限であるような関数全体からなる関数空間とする. この命題は高渦度領域だけで
はなく低渦度領域も含めて渦度の方向ベクトル乱れが小さいと解の爆発が起こらない
ことを示している. そこで, 命題 1.2, 命題 1.3と同様にある程度の高渦度領域だけでの
渦度の方向ベクトルの乱れの条件をもとに次の定理の証明を試みた.

1.2. 結果

初期速度場 v0 ∈ W 1,p
σ ∩Hs (s ≥ 3) として, 解の延長条件について次の結果を得た. た

だし, p は max{ 6
α
− 2, 3

α
, 2} ≤ pを満たす.

仮定 (A1). 各々β ∈ (0, 3), α ∈ (0, 2] b ∈ [1,∞], r ∈ (1, 3
β
) とする. さらにこれらは

β
3
≤ 1

r
+ 1

b
≤ β+α

3
を満たす.

仮定 (A2).

α

q
+

α

a
+

3

r
+

3

b
≤ α + β,



を満たす任意の q , a に対して, K > 0 とω ∈ Lq(0, T ;Lr), g ∈ La(0, T ;Lb) が存在し,

|ω(x, t)|, |ω(x+ h, t)| > K を満たす t ∈ [0, T ), x, x+ h ∈ R3 に対して

ηβ(x, h, t) ≤ g(x, t).

定理. ある T ⋆が存在し, 任意の時刻 T (< T ⋆)に対して v(x, t) ∈ Es(T )となる (NS)α
の解の渦度を ω(x, t) := rot v(x, t)とする. さらに ω(x, t) ̸= 0 に対して, ξ(x, t) =

ω(x, t)/|ω(x, t)| と定義する. このもとで仮定 (A1), (A2) が満たされるとする. このと
き, v(x, t) ∈ Es(T

⋆)を満たす.

この定理は, (NS)αの局所解vの渦度がK以上となる高渦度領域での渦度の方向ベク
トルの乱れηβがある程度小さい時, 解の爆発は起こらないということを表している. ま
た, 仮定 (A2)に注目すると渦度の方向ベクトルの乱れの程度が小さい, つまり, βが大
きいときはある程度渦度の絶対値の条件は緩い場合でも解の爆発は起こらないことが
わかる. さらに, (NS)αの粘性項の指数αが大きいときもある程度渦度の絶対値の条件
は緩い場合でも解の爆発は起こらないことがわかる.
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[8] E. Hopf. Über die Anfangswertaufgabe für die hydrodynamischen Grundgleichungen.
Math. Nachr., 4:213–231, 1951.

[9] A. Kolmogorov. The local structure of turbulence in incompressible viscous fluid for
very large Reynold’s numbers. C. R. (Doklady) Acad. Sci. URSS (N.S.), 30:301–305,
1941.

[10] J. Leray. Sur le mouvement d’un liquide visqueux emplissant l’espace. Acta Math.,
63(1):193–248, 1934.
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