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概要

体上多項式環における斉次イデアルの深度函数を定義したのち, それに伴う深度極限, スタビリ

ティナンバーを考える. それらに変数の個数を加えて, ３者の関係を特徴付けた.

1 準備

以下, K を体とし, R = K[x1, . . . , xn]を K 上 n変数多項式環とする. そして I を R の斉次イデア

ルとする. まず, 環 S/I の深度 (depth)は,

depthS/I = max{i ∈ Z | R内に長さ iの S/I- 正則列が存在する }

と定義される (詳しくは [3]を参照). ここで I の深度函数 (depth function)とは, 整数値函数

f : Z≥0 \ {0} → Z≥0, f(k) = depthS/Ik

のことをいう. つまり, これは I の各ベキによる剰余環の深度から成る数列のことである. 深度函数に

ついての基本的な結果として, 次のことが知られている.

• mindepthS/Ik ≤ n− l(I), ただし l(I)は I の the analytic spreadである [4].

• depthS/Ik は十分大きな k に対しては一定の値をとる [2].

• limk→∞ depthS/Ik ≤ n− l(I) [2].

ここで, limk→∞ depthS/Ik とは, 十分大きな k に対して取れる一定値のことである. そしてこの

値を I の 深度極限 という. また, 深度函数がはじめて深度極限となるようなベキの番号を, I の

スタビリティナンバーといい, dstab(I)で表す.

一般に, 深度函数について,極限と比べるとはじめの方の振る舞いはよく分からない. 実際に, 極限につ

いては上の３つに加えて,

随伴次数付環 grI(R)が Cohen−Macaulay 環ならば, lim
k→∞

depthS/Ik = n− l(I)

となることが知られている [5]. 例えば, R と I の Rees 環が Cohen-Macaulayなら, grI(R) もそうな

る。一方で, はじめの方の振る舞いについては,

depthS/I ≥ depthS/I2 ≥ . . . ,



となりそうだが, これは正しくない. 実際に, 次の驚くべき定理が示されている.

Theorem 1.1 ([7, Theorem 4.1])勝手な極限を持つ非減少函数 f : Z≥0 \ {0} → Z≥0 に対して, ある

多項式環の単項式イデアル I が存在して, I の深度函数は f に一致する.

Remark 1.2 この定理の証明では, 条件を満たすイデアルの生成系を次のように具体的に与えている.

まず,

• f : Z≥0 \ {0} → Z≥0 を極限を持つ非減少函数,

• nを limk→∞ f(k),

• d− 1を f が初めて一定になる番号,

としたとき,

• k = 1, . . . , d− 2に対して, cd−k = n− f(k),

• S = K[x1, x2, y1, . . . , yn],

• I ⊂ S を次の生成系を持つ単項式イデアル;
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とすると, I の深度函数は f と一致する.

これにより, 単調増加なものは全て作れる. つまり, 直感に反する例はいくらでも存在する. しかし, 変

数の個数は n+ 2, 深度極限は nであるから, 変数の個数と深度極限が 3以上異なる例は作れない.

また一方で, 次のような特殊な例が発見されている.

Example 1.3 ([1, Theorem 1]) n を非負整数とする. I を B = K[a, b, c, d, x1, y1, . . . , xn, yn] の単項

式イデアルで, 次の生成系を持つとする;
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このとき,

depthB/In =


0, (kが奇数かつ k ≤ 2n+ 1のとき),

1, (kが偶数かつ k ≤ 2nのとき),

2, (k ≥ 2n+ 2のとき),

となる.

Remark 1.4 見て分かるように, この例は n個の極大値を持つ. この例は, 深度函数には”おかしな”も

のが存在すると言っている. ちなみに, 変数の個数が n + 4, 深度極限が 2, スタビリティナンバーが

2n+ 2である.

このようにどのような深度函数が存在し得るかはよく分かっていない. そして, 勝手な, 極限をもつ非

減少函数は作れはするが, 変数の個数, 深度極限, スタビリティナンバーの間には条件が付く. そこで,



一般に, 深度函数について, これら３者の間に条件が付くか, 付くならどのようなものか, というのが私

の問いである.

2 主定理

次の定理が問いの答えである.

Theorem 2.1 n ≥ 3と仮定する. S = K[x1, . . . , xn]を n変数多項式環, I ̸= (0)を S の単項式イデア

ルとする. ここで limk→∞ depthS/Ik = d, r = dstab(I)とすると, 次のうちどちらかが成り立つ;

• 0 ≤ d ≤ n− 2かつ r ≥ 1,

• d = n− 1かつ r = 1.

逆に, 上の条件のどちらかを満たすような整数 dと r について, ある多項式環 S の単項式イデアル J が

存在して, limk→∞ depthS/Jk = d, r = dstab(J)となる.

Remark 2.2 主張で本質的なのは, 後半部分である. つまり, 変数の個数を固定したとき, どんな深度極

限とスタビリティナンバーをもつ深度函数でも作れることを定理で示した. また,

• n = 1のとき, d = 0, r = 1.

• n = 2のとき, d = 0, r = 1または d = 1, r = 1.

となる.

以下の主張を組み合わせることで主定理を証明することができる. それらを紹介してこのレポートを

締めることにする.

Example 2.3 t ≥ 2を整数, I = (xt, xyt−2z, yt−1z)を多項式環 B = K[x, y, z]のイデアルとする. こ

のとき,

depthB/In =

{
1, ( n ≤ t− 1のとき),

0, ( n ≥ tのとき),

となる.

Example 2.4 r ≥ 2 を整数, J1 = (xr
1, x1x

r−2
2 x3, x
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2 x3) を多項式環 A := K[x1, x2, x3] のイデアル

とする. このとき,

depthA/Jk
1 =

{
0, ( k ≥ r のとき),

1, ( k ≤ r − 1のとき),

となる.

Remark 2.5 この例は Theorem 1.1から与えられる.

Example 2.6 S = K[x1, . . . , xn]を多項式環, 0 ≤ i ≤ nを整数, I = (x1, . . . , xi) ⊂ S をイデアルとす



る. このとき, I の深度関数は n− iで一定である.

Proposition 2.7 ([6, Proposition 2.9]) A = K[x1, . . . , xr], B = K[y1, . . . , ys] をそれぞれ異なる変

数を持つ K 上多項式環とする. そして, I ⊂ A, J ⊂ B をそれぞれの斉次イデアルとする. ここで

R = K[x1, . . . , xr, y1, . . . , ys]をK 上多項式環として, I + J を Rのイデアルとみなす. このとき, J が

一次式で生成されていると仮定すると,

depthR/(I + J)k = min
i≤k

depthA/Ii + dimB/J

となる.
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