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1 Introduction

K を標数 0の体とする．方程式

y2 = x3 + ax+ b (a, b ∈ K, 4a3 + 27b2 ̸= 0)

で定義される曲線は K 上の楕円曲線とよばれ，数学の様々な領域に現れる重要な対象である．楕円
曲線は，与えられた有理点から次々に有理点を作り出せるという性質を備えている．つまり有理点の
集合 E(K)は群構造を持つ．一般にこの群は巨大なもの*1であるが，K が整数論的な体，つまり K

が Qあるいはその有限次拡大（代数体とよぶ）であるとき次の著しい定理が知られている．

Theorem (Mordell-Weil,[5]). K を代数体とする．このときK 上の楕円曲線 E に対し E(K)は有
限生成アーベル群である．つまり，E(K)は

E(K) ≃ Z⊕r ⊕ E(K)tors

と書くことができる．ここで r ≥ 0は整数で，E(K)tors は E(K)のねじれ元全体のなす有限アーベ
ル群である．

この定理にちなんで E(K) を Mordell-Weil 群とよぶ．E を射影化すれば点 O = [0 : 1 : 0] は
E(K)に入る．本稿では常にこの点を E(K)の単位元と考える．この rを楕円曲線 E の階数とよぶ．
代数体上の代数多様体の有理点の研究は整数論の重要な研究課題の一つであるが，その素朴さとは
裏腹に，実際に解こうとするとフェルマー予想のように極めて難しい場合が多い．楕円曲線において
も E(K)の計算は最重要課題であるが，その解析はかなり難しく未だ謎が多い*2．
さて，本研究で扱ったのは関数体 C(t)上の楕円曲線である．この場合もMordell-Weilの定理の類
似が成り立ち，従ってその階数が定まる．そこで，この階数について以下の問いを考える．

Problem. E を C(t)上の楕円曲線で jE /∈ Cなるものとする．このとき，rankE(C(t 1
n ))は nに関

して有界だろうか？

これはMazurによる予想（[2]）の関数体類似*3であり，Fp(t)上で考えた場合は反例が構成されて
いる（[7]）が，その一方で C(t)上の楕円曲線の場合はいくつかの肯定的例が構成されているだけで
ある（[1]，[6]）．筆者はこれらの例とは本質的に異なる新たな肯定的例の構成を行った．本稿ではそ
の階数の計算方法を以下のような構成で解説を行いたい．§2では楕円曲面について簡単に触れたあ
と，楕円曲線の有理点の問題を楕円曲面の幾何学的な問題へ翻訳する方法を解説する．§3では本研
究で扱った楕円曲線について考察する．§4では先行研究と本研究を比較しつつ，得られた結果を述
べる．
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*1 例えば E(C)はトーラスである．
*2 例えば E(Q)の階数が有界であるかどうかも未だわかっていないし，ミレニアム問題の一つである BSD予想も楕円曲
線の階数に関するものである．

*3 代数体と関数体はとてもよく似ており，整数論の問題においてはこれらの類似を辿るという手法がよく使われてきた．



2 MW groups and NS groups

関数体上で楕円曲線を考える利点は，その有理点の研究に幾何学的テクニックが使えることであ
る．ここでは，楕円曲線の有理点の問題を楕円曲面の幾何学的問題に移す方法について，本稿で必要
な範囲で簡単に復習する．楕円曲面の一般論について詳しくは [4]を参照されたい．

Definition. X を C 上の非特異射影曲面，C を C 上の非特異射影曲線とする．全射正則写像
f : X → C が楕円曲面であるとは次が満たされるときをいう．

i). ほとんど全ての v ∈ C に対し f−1(v)は C上の楕円曲線である．
ii). 全てのファイバーが第１種例外曲線を含まない．

以下，混乱のない場合は楕円曲面 f : X → C を単に Xと表す．

定義より楕円曲面ではほとんど全ての v ∈ C に対し f−1(v)は楕円曲線となるが，特別な有限個の
点 v ∈ C でのそのファイバー f−1(v)に特異点をもつ曲線が現れる．これを特異ファイバーとよび，
その現れ方が楕円曲面の幾何学的性質に強く影響を与える．特異ファイバーの型は完全に分類されて
おり，そのどれが現れるか定義方程式から決定する Tateによるアルゴリズムも知られている．
以下本稿では曲線 C として P1 のみを考えるが，本節で述べる内容は一般の非特異射影曲線 C 上
の楕円曲面を考えても同様に成り立つ．さてこのとき E を C(t)上の楕円曲線とすると，セクション
を持つ楕円曲面 f : X → P1 であって，f の生成ファイバーが E と C(t)上同型となるものが一意に
存在する．この対応関係でもって E(C(t))の問題を楕円曲面へ翻訳したい．
E(C(t))と f のセクション*4の集合の間には一対一対応があり，以下両者を同一視する．このもと
で E(C(t))の単位元に対応するセクションをゼロセクションとよぶ．さらにセクションの像を考え
ることにより E の有理点は X内の曲線に対応する．つまり，射 E(C(t)) → NS(X) が得られる．こ
こで NS(X)は X内の既約な曲線の集合で生成される自由アーベル群を代数同値とよばれる同値関
係で割ったものであり，Xの Néron-Severi群とよばれる．そしてこの射は次の同型を導く．

Theorem ([3]). E を C(t)上の楕円曲線とし，f : X → P1 を対応する楕円曲面とし少なくとも一
つの特異ファイバーを持つとする．このとき，上記の対応は同型

E(C(t)) ≃ NS(X)/T

を導く．ここで T ⊂ NS(X)は Xのゼロセクション，一般ファイバーおよびファイバーの既約成分
で生成される部分群である．

Néron-Severi 群も難しい対象であるが，NS(X) ≃ H2(X,Z) ∩ H1,1 なる同型が知られており，
Hodge理論により捉えることができる*5．これらの同型によって，E(C(t))上の楕円曲線の有理点の
研究に Hodge理論を用いたアプローチが可能となる．

3 Setting

次の方程式で定まる C(t)上の楕円曲線を考える．

E : y2 = 2x3 − 3x2 + α− t (α ∈ C\
{
0, 1

}
)． (1)

以下，αに関するある条件の下で，この曲線が §1で述べた問題を肯定する例になっていることを
みていく．まず αを固定してこの楕円曲線を考える．
この楕円曲線から定まる楕円曲面を f : Xα → P1 と書く．§2で述べたことから

E(C(t)) ≃ NS(Xα)/T

*4 f のセクションとは射 s : P1 → Xであって f ◦ s = idP1 なるもののことである．
*5 Hodge構造について簡単に補足する．重さ nの Hodge構造とは，有限型 Z加群HZ とその持ち上げHC := HZ ⊗C
の分解 HC =

⊕
p+q=n Hp,q であって Hp,q = Hq,p なるデータの組みのことである．hp,q := dimHp,q 達を

Hodge 数とよぶ．非特異射影代数多様体 X に対しそのコホモロジー Hi(X,Z) は Hodge 構造を持つ．Hodge 理論
について詳しくは [8]．



という同型が存在する．しかし，考えるべきは E(C(t 1
n )) であった．この群に話を結びつけるため

に，楕円曲面 X から新たな楕円曲面 Xα,n を次のように構成する．Xα を gn : P1 → P1; t 7→ tn で

ベースチェンジしたものを X̃α,n とし，Xα,n をその極小な特異点解消と定義する．

Xα,n
desing //

''OO
OOO

OOO
OOO

OOO

⟲

X̃α,n

��

//

□

Xα

f

��
P1

gn
// P1

このようにして楕円曲面 Xα,n を構成すると，

E(C(t
1
n )) ≃ NS(Xα,n)/Tn

なる同型が得られる．ここで Tnは Xα,nのゼロセクション，一般ファイバーおよびファイバーの既約
成分で生成される部分加群である．Tateのアルゴリズムを用いると，Xα,n は次の特異ファイバーを
持つことがわかる．2n個の点 t = n

√
αζkn,

n
√
1− αζkn(k = 1, · · · , n) *6において I1 型，t = ∞におい

ては場合分けが生じ nが 6の倍数のときは滑らかであり，そうでない場合は n ≡ 1, 2, 3, 4, 5 mod 6

に従い II∗, IV∗, I∗o, IV, II型が現れる．以下，n = 6a − b(a ≥ 1，b = 0, 1, 2, 3, 4, 5)と書き，場合分
けを回避するために b ̸= 0を仮定する．b = 0のときも議論は同様である．すると，Xn の Hodge数
は以下のようになる．

h0,0 = 1

h1,0 = 0 h0,1 = 0

h2,0 = a− 1 h1,1 = 10a h0,2 = a− 1

h2,1 = 0 h1,2 = 0

h2,2 = 1

Q上のベクトル空間Mn を次で定義する

Mn := H2(Xα,n,Q)/Tn,Q．

ここで，Tn,Q := Tn⊗ZQである．Mnは自然にホッジ構造が導かれるので，NS(Xn) ≃ H2(Xn,Z)∩
H1,1 なる同型とあわせれば計算すべきは

rankE(C(t
1
n )) = dimQMn ∩M1,1 (2)

となる．Mn を調べるために Xα,n の自己同型 σ を次で定める．

σ : Xn → Xn (x, y, t) 7→ (x, y, ζnt)

これよりMn は Q[σ]加群とみなせる．nの約数 dに対して部分加群 Ld を次で定める．

Ld := Ker(Φd(σ) : Mn → Mn)．

ただし，Φd(X) ∈ Q[X]は ζd の Q上の最小多項式である．すると

Mn ≃
⊕
d|n

Ld

であり，Ld はその定義よりMn の部分 Hodge構造なので式（2）と合わせて

rankE(C(t
1
n )) = dimMn ∩M1,1 =

∑
d|n

dimLd ∩ L1,1

なる等式が得られる．これより問題は nの各約数 dに対し，Ld ∩ L1,1 の次元を決定することへ帰着
された．Ld は Q(ζd)上のベクトル空間と見なせ，その次元が 2であることが示される．従って，そ
の部分空間 Ld ∩L1,1 の次元は 0か 1か 2のいずれかであり，あとは各 dに対しどの値をとるか決定
すればよい．

*6 ζn は 1の原始 n乗根である．



4 Result

以下，特に断らない限り Ld を Q(ζd)上のベクトル空間として扱う．まず dimLd ∩ L1,1 = 2，つ
まり Ld ∩L1,1 = Ld となる場合をみる．これは Ld の (1,1)パートが全体に一致するということなの
で，このとき (2,0)パートと (0,2)パートは消えていなければならない．つまり，このケースはホッ
ジ数の計算によって特定でき，次が示せる．

Proposition. dimLd ∩ L1,1 = 2 ⇐⇒ h2,0 = h0,2 = 0 ⇐⇒ d ≤ 6.

このように Ld ∩ L1,1 が全体に一致してしまう場合は比較的容易にわかる．先行研究 [1],[6] にお
いて考察された楕円曲線は，dimLd = 1となるものであった．つまり，このような場合には nの各
約数 dに対し Ld ∩ L1,1 が Ld に一致するかどうかを判定しさえすればよかった．しかし，本研究で
扱っている楕円曲線は dimLd = 2であり，Ld ∩ L1,1 が Ld に一致するかどうかという問題だけでな
く，一致しなかった場合その次元が０なのか１なのかという新たな問題が生じることとなる．本研究
において筆者はこの問題を克服した．以下その方針を簡単に説明する．
さて，この命題によりあとは d ≥ 7のときを考察すればよい．まず，楕円曲線の定義方程式に現れ
る αを動かす．つまり，S := P1\

{
0, 1,∞

}
とおき，g : X → S であって g−1(α) = Xα,n なる滑ら

かなファイブレーションを考える．するとモノドロミー作用 π1(S, α) ↷ Mn = H2(Xα,n,Q)/TQ が
得られ，この作用は σ 作用と可換なので π1(S, α)は各 Ld へ作用する．このとき，次が成り立つ．

Proposition. αを超越数とする．dimLd ∩ L1,1 = 1とすると，

π1(S, α) → Aut(Ld)

の像は有限群である．

しかしながら d ≥ 7においては次が成り立つ．

Proposition. d ≥ 7のとき，
π1(S, α) → Aut(Ld)

の像は無限群である．

以上から αが超越数で d ≥ 7のとき dimLd ∩ L1,1 = 0となることがわかる．まとめて次を得る．

Theorem. αを超越数とし，E を方程式（1）により定まる C(t)上の楕円曲線とする．このとき，

rankE(C(t
1
n )) =


∑

d|n,2≤d≤5

2φ(d) + 2 (n ≡ 0 mod6)∑
d|n,2≤d≤5

2φ(d) (otherwise)

である．ここで φは Eular関数である．
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