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1 序

Σを境界のないコンパクトで向きづけ可能，連結な 2次元多様体とし，X : Σ −→ R3をはめこ

みとする．X の平均曲率H の 2乗の積分 W̃ (X) :=

∫
Σ
H2 dΣをWillmore エネルギー（または

Willmore 汎関数）とよぶ．この量は弾性膜の曲げエネルギーを表す．また，医療の分野にも深く
関わりがあり，今日に至るまで数多くの研究がなされてきた．Willmore曲面とはWillmoreエネル
ギー W̃ の臨界点，すなわち∆ΣH+∥B∥2H+4H3 = 0をみたす曲面のことをいう．ただし，∆Σは

XによりΣ上に誘導される Laplace-Beltrami作用素で，∥B∥2は，Xの第 2基本形式Bの平方ノ

ルムを表す．Willmoreは自身の論文 [W65]において，Willmoreエネルギーの下からの評価を与え，
その最小値をとるのはXが標準球面のみであることを示した．さらに，2012年にMarques-Neves
によって解かれたWillmore予想：「Σが種数 1の曲面のとき，はめこみX : Σ −→ R3に対する不

等式 W̃ (X) ≥ 2π2が成り立ち，等号成立はX(Σ)が Cliffordトーラス S1(12) × S1(12)の立体射影
による像のときである」は，多くの数学者を魅了した．Willmore曲面については研究が盛んにさ
れており，数多くのことが知られている．

　一方，T.Lamm-J. Metzgerが論文 [LM11],[LMS10]で導入したWillmore型曲面については，ま
だ十分な研究がなされているとは言えない．3 次元 Riemann 多様体 M にはめこまれた閉曲面

Σ (すなわち，境界のないコンパクトな曲面)がWillmore型曲面であるとは，曲面積一定の下での

WillmoreエネルギーW =
1

2

∫
Σ
H2 dΣの臨界点となる曲面のことである．このような曲面の例と

して，N. Ikoma -A. Malchiodi -A.Mondinoの論文 [IMM14]では，小さな曲面積をもつWillmore
型トーラス (すなわち，種数 1のWillmore型曲面)が全空間である Riemann多様体M のリッチ

曲率とスカラー曲率に適切な仮定の下での存在性を示した．本研究では，多様体の次元を一般

次元の n に上げて，全空間 M を (n + 1) 次元ユークリッド空間 Rn+1 に設定し，Rn+1 にはめ

こまれた閉超曲面 Σn に対するWillmore型超曲面という概念を新しく導入した．ここで，C3+α

級 (0 < α < 1)はめこみX : Σn −→ Rn+1が λ0-Willmore型超曲面であるとは，体積一定の下

で，∆ΣH + ∥B∥2H − 1

2
H3 = λ0H をみたすことを言う．2節でWillmore型超曲面について，3

節では得られた結果について述べる．
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2 Willmore型超曲面とは

X : Σ −→ Rn+1をはめこみとし，V (X) :=

∫
Σ
dΣでΣのn次元体積を表す．ここで dΣは体積要

素である．次に νをXの単位法ベクトル場，{ki}ni=1をXの主曲率で，H := k1+ · · ·+knを平均曲

率とする．また，∥B∥2 := k21 + · · ·+k2nを第二基本形式の長さとし，汎関数W (X) :=
1

2

∫
Σ
H2 dΣ

をWillmoreエネルギーとする．

定義 2.1. X : Σ −→ Rn+1が λ-Willmore型超曲面であるとは，ある定数 λ ∈ Rが存在して，

LH − 1

2
H3 = λH (⋆)

が成り立つことをいう．

Remark 2.2. 特に，n = 2の場合W (X)は相似変換に関して不変である．この性質は n ̸= 2で

あるときは成り立たず，大きく性質が異なる点である．また，{Xt}t∈(−ϵ,ϵ)を体積を保つXのC∞

級法変分で，u :=

⟨
∂

∂t
Xt

∣∣∣∣
t=0

, ν

⟩
とし，δW := ∂tW (Xt)と書く (ここに ⟨ , ⟩は Euclid内積を表

す)と，(⋆)は体積を保つ変分に対して δW = 0となることと同値である．また，(⋆)は (体積を保
つとは限らない)変分に対して δ(W − λV ) = 0となることと同値である．

例 2.3. Sn(r) :=
{
x ∈ Rn+1 | |x| = r

}
とし，X(Σ)が標準球面，すなわちX(Σ) = Sn(r)の場合を

考える．このとき，外向き単位法ベクトルに対する平均曲率HはH = −n/rであり，∥B∥2 = n/r2

であるから，X は n
2r2

(2− n)-Willmore型超曲面である．

Remark 2.4. 定義 2.1 で n = 2 かつ λ = 0 の場合，特に X はWillmore 曲面とよばれる．
Willmore曲面はWillmoreエネルギーW の臨界点となっていて，方程式 LH − 1

2
H3 = 0は

∆H +
1

2
(H2 − 4K)H = 0 (2.1)

と同値である．ここに，K = k1k2 は X の Gauss曲率である．上の例 2.7で見たように，S2 は
Willmore曲面であり，WillmoreエネルギーはW (S2) = 8πとなるが，Willmoreはこの値はR3内

にはめこまれた閉曲面 Σに対するW (Σ)の最小値となっていることと，最小値 8πを達成する閉

曲面は標準球面であることを示した ([W65], cf.[A10])．

Remark 2.5. はめこみX : Σ2 −→ R3が極小曲面の場合は方程式 (2.1)をみたし，Willmoreエネ
ルギーは 0である．ただしここではΣ2はコンパクトで境界がないと仮定しており，R3内の境界の

ないコンパクトな極小曲面は存在しないので，Xが極小曲面の場合は自動的に除外される．一方，

S3内の極小曲面は立体射影を通してR3内のWillmore曲面になることが知られている (cf.[A10])．

Remark 2.6. 1次元Willmore型超曲面について述べておく．これは弾性曲線 (elastic curve)と
呼ばれており，Langer-Singer( [LS85])によって，弾性曲線は完全に分類されている：
　弾性曲線は (曲線の多重性を除いて)円 S1(r)または 8の字曲線 (figure eight)に限る．



Willmore型超曲面は，弾性曲線の高次元への一般化でもある．今度はWilmore型超曲面を変分
的な観点から見てみよう．以下の 3つの変分問題 (VP1)-(VP3)を考える．

(VP1) 体積を保つX の任意の変分Xtに対し，δW = 0．

(VP2) ある定数 µ ∈ Rが存在して，X の任意の変分Xtに対し，δ(W − µV ) = 0

(VP3) X の任意の変分Xtに対し，δW = 0．

このとき，次が成り立つ．

命題 2.7. (1) Xが (VP1)の解 i.e., LH− 1
2H

3 = 0 ⇐⇒ Xが (VP2)の解 i.e., LH− 1
2H

3 = µH

(2) n = 2のとき，X が (VP1)の解 i.e.,LH − 1
2H

3 = 0 ⇐⇒ X が (VP3)の解 i.e.,λ = 0

したがって，n = 2のときは (VP1)から (VP3)はすべて同値になり，R3内ではWillmore型曲
面とWillmore曲面の概念は同値であることを意味する．さて，以下ではX : Σ → Rn+1は C5+α

級Willmore型超曲面とする．このときW の第二変分をとると，以下のようになる：

Lu := ∆u+ ∥B∥2u および，

L̃u := L2u− 3

2
H2Lu−Hg(∇H,∇u) + 2h(∇u,∇H) + 2⟨B | Hessu⟩H

+

(
|∇H|2 + 2⟨B | HessH⟩+ 2Tr(B3)H

)
u (2.2)

(ただし，記号 ⟨· | ·⟩は行列A,Bに対し ⟨A | B⟩ := Trace(AB)を表す)に対し，Kλu := L̃u−λLu

とおくと，W の第二変分は

δ2W := ∂2
tW (Xt)

∣∣
t=0

=

∫
Σ
uKλu dΣ (2.3)

と計算される (第二変分公式)．ここに，Kλ = L̃ − λL : C4+α(Σ) → C0+α(Σ)は 4階線形楕円型
作用素で，L2の意味で自己共役，すなわち∫

Σ
vKλu dΣ =

∫
Σ
uKλvdΣ for u, v ∈ C4+α(Σ).

をみたす ([LM11])．ここで Ck+α(Σ) (k ∈ Z≥0)は Σ上の Ck+α 級関数全体を表す．このとき，

Willmore型超曲面の安定性を以下で定義する：

定義 2.8. C5+α級はめこみX : Σ −→ Rn+1が指数 λのWillmore型超曲面であるとき，X が安

定 (stable)であるとは，X の体積を保つ任意の変分 {Xt}に対し，

δ2W ≥ 0

が成り立つことをいう．



このとき，以下が成り立つ：

命題 2.9. X : Σ −→ Rn+1をC5+α級λ-Willmore型超曲面とし，F :=

{
φ ∈ C4+α(Σ)

∣∣∣∣ ∫
Σ
HφdΣ = 0

}
および I[u] :=

∫
Σ
uKλu dΣとおくとき，次の (i)(ii)は同値である．

(i) X は安定である．

(ii) 任意の u ∈ F に対し I[u] ≥ 0である．

Remark 2.10. 安定なWillmore型超曲面の例として標準球面 Sn(r) ⊂ Rn+1がある．また n = 2

の場合だと回転トーラス

X(u, v) =
(
(
√
2 + cosu) cos v, (

√
2 + cosu) sin v, sinu

)
, 0 ≤ u, v ≤ 2π

が安定なWillmore曲面である ([MN12])．

3 主結果

この節では得られた主結果について述べる．高次元のWillmore型超曲面の具体例の構成は非常
に難しく，著者も今のところ標準球面以外の例は見つけられていないが，(2.2)で定義される第二
変分に付随する 4階線形楕円型作用素Kλに適切な仮定をおくと，はじめに C5+α級Willmore型
超曲面X を与えて摂動させたときに，合同を除くと (n = 2のときは相似も除く)X の十分小さな
C4+α近傍にはWillmore型超曲面はX 以外には存在しないという，非存在については分かった．

それが次である：

定理 3.1. n ̸= 2とし，XをC5+α級 λ0-Willmore型超曲面とする．(2.2)で定義される第二変分に
付随する 4階線形楕円型作用素Kλは非自明な零固有値を持たないと仮定する．ここで自明な零固

有値とは，Rn+1の合同 (平行移動・回転)から誘導される変分の法線方向の成分を固有関数にもつ
固有値のことである．このとき，Rn+1の合同を除いて，Xの十分小さなC4+α近傍にはWillmore
型超曲面はX 以外には存在しない．

定理 3.2. n = 2とし，XをC5+α級Willmore曲面とする．(2.2)で定義される第二変分に付随す
る 4階線形楕円型作用素Kλは非自明な零固有値を持たないと仮定する．このとき，Rn+1の合同

と相似を除いて，X の十分小さな C4+α近傍にはWillmore曲面はX 以外には存在しない．

この二つの定理の証明のアイデアを少しだけ述べる．n ̸= 2のときと n = 2のときは概ね同じ

であるので，n ̸= 2の場合を述べる．V := {u ∈ C4+α(Σ) | X + uν : はめ込み }とし，u ∈ V に

対して写像 Φ : V × R → C0+α(Σ)を

Φ(u, λ) := LuHu− 1

2
H3

u − λHu, Lu := ∆u + ∥Bu∥2,



で定義する．∆uと ∥Bu∥2はそれぞれX+uνにより誘導されるラプラシアン，第二基本形式の長さ

である．このとき，「X+uνがWillmore型超曲面である ⇐⇒ あるu ∈ V が存在して，Φ(u, λ) = 0」

が成り立つ．このように写像 ΦはWillmore型超曲面を特徴付ける役割を担う．このアイデアは
([Ko02])に準ずるものである．{ei}Ni=1をKλの零固有関数とし，写像Ψ : V ×R → C0+α(Σ)×RN+1

を

Ψ(u, λ) :=

(
Φ(u, λ), λ− λ0,

∫
Σ
ue1 dΣ, · · · ,

∫
Σ
ueN dΣ

)
で定める．この Ψに陰関数定理を適用する (よく知られた Banach空間の陰関数定理は適用でき
ないので，少し変わったタイプの陰関数定理を用いる．正確には Ψの微分写像 D(u,λ)Ψ(u, λ) :

C4+α(Σ) × R → C0+α(Σ) × RN+1 の値域は Kλ の零固有空間 E の L2 における直交補空間と

C0+α(Σ)×RN+1の共通部分なので，値域が分裂しているときの陰関数定理 ([La95])を適用する)．
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