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1. はじめに
Lefschetzファイバー空間はLefschetz型という特異ファイバーを有限個もつ曲面上の
ファイバー空間である．Lefschetzファイバー空間は様々な幾何学との関わりがある．例
えば，Donaldson [2]，Gompf [5]によるシンプレクティック幾何学，AkbulutとOzbagci

[1]，LoiとPiergallini [7]，GirouxとPardon [4]らによるStein領域などの研究との関わ
りが深い．Seidel [11]により，深谷圏やFloerホモロジーの研究にも用いられている．
筆者は2次元円盤上のLefschetzファイバー空間を用いて，接触多様体のStein充填の

研究を行ってきた．ここで，接触多様体のStein充填とはその接触多様体を境界にもつ
Stein領域のことである．Lefschetzファイバー空間がどのようにこの研究に用いられた
かの一例を紹介する：OzbagciとStipsiczは，Lefschetzファイバー空間を用いてStein

充填を無限個もつ 3次元接触多様体を構成した [9]．Stein充填がLefschetzファイバー
空間に付随するStein領域として実現されるのであるが，この際にファイバーである曲
面の写像類群の議論が有効に働いている．彼らの結果の高次元版，すなわちStein充填
を無限個もつ高次元接触多様体の存在は長い間わかっていなかった．高次元のStein領
域もLefschetzファイバー空間から構成されうるが，ファイバーの多様体の次元が高く
なり，その写像類群の構造が一般には捉えがたい．筆者は，特別な多様体をファイバー
に選ぶことにより，この困難を解決し，Stein充填を無限個もつ高次元接触多様体を構
成した [8]．構成にはLefschetz双ファイバー空間という高次元Lefschetzファイバー空
間をより見易くするための道具を暗に用いている．本稿では，Lefschetz双ファイバー
空間について解説し，その後，上記の接触多様体の構成についての概要を報告する．

2. いくつかの準備
2.1. Lefschetzファイバー空間

Lefschetz双ファイバー空間を定義するために，まずはLefschetzファイバー空間の復習
をする．(W,dλ)を2n次元のコンパクトな境界付き有向完全シンプレクティック多様体
とする．D2を複素平面Cの中の単位閉円盤とする．D2にはCから自然に誘導される向
きを入れておく．f : W → D2を滑らかな写像としたときに，Crit(f)，Critv(f)をそれ
ぞれ fの臨界点，臨界値集合とする．

定義 1. f : (W,dλ) → D2がLefschetzファイバー空間であるとは，fが以下を満たす
ときをいう：

1. fはD2 \ Critv(f)上ではファイバーが (W,dλ)のシンプレクティック部分多様体
であるファイバー束；

2. |Crit(f)| < ∞かつf |Crit(f)は単射である；
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3. 各 p ∈ Crit(f)と f(p) ∈ Critv(f)の周りでW とD2の向きに適合する複素座標
(z1, . . . , zn)，wが存在し，fはこれらの座標を用いて

w = f(z1, . . . , zn) = z21 + · · ·+ z2n

と書ける．また，pの近くでシンプレクティック構造 dλはCnの標準的なKähler

形式と同一視できているとする．

境界付きの多様体間の写像であるので，境界に対する振る舞いも本来なら定義に入
れるべきであるが，ここでは複雑さを回避するため省略する．詳しく知りたい方には，
[11, Section (15d)]などを参照してほしい．

定義 2. 二つのLefschetzファイバー空間fj : (Wj, dλj) → D2 (j = 1, 2)が同型であると
は，シンプレクティック同型写像H : (W1, dλ1) → (W2, dλ2)と微分同相写像h : D2 → D2

が存在し，f ◦H = h ◦ fを満たすときをいう．

Lefschetzファイバー空間に関して，幾つかの基本的事項を復習しておく．f : (W,dλ) →
D2をLefschetzファイバー空間とし，Critv(f) = {b1, . . . , bk}とする．基点 b0 ∈ ∂D2を
取り，b0から bj ∈ Critv(f)への単純パスδjで以下を満たすものをとる (図1)：δ1, . . . , δk
は b0でのみ交わる；各 bjの周りに十分小さい円盤をとり，そこにD2から定まる向き
を入れる．この円盤と δjをつないで得られるループを ℓjとするとき，合成 ℓ1 · · · ℓkが
∂D2にホモトピックになる．この δjたちの順序付きの組 (δ1, . . . , δk)をHurwitzシステ
ムという．

図 1: Hurwitzシステム

δj上には，(W,dλ)の中のLagrange n次元円盤∆(δj)で，f(∆(δj)) = δjかつf(∂∆(δj)) =

b0を満たすものが一意的に定まる．この円盤∆(δj)をδjに対するLefschetzシンブルと
いう．また，Lagrange (n− 1)球面である境界∂∆(δj) =: V (δj)を δjに対する消滅サイ
クルという．Lefschetzファイバー空間の定義により，ループ ℓj上にはシンプレクティッ
クファイバー束が現れる．このファイバー束は，あるシンプレクティック同型写像φの
アイソトピー類 [φ]を用いて

(f−1(b0), dλ|f−1(b0))× [0, 1]

(1, x) ∼ (0, φ(x))
→ [0, 1]

1 ∼ 0

とみなせる．この [φ]をδjに対するモノドロミーという．Seidelによるシンプレクティッ
クPicard–Lefschetz理論 [10, Section 1] により，このモノドロミーφは消滅サイクル



V (δj)に沿うDehnツイストのアイソトピー類 [τV (δj)]であることが知られている．境
界∂D2上にfを制限した場合も，シンプレクティックファイバー束が得られ，そのモノ
ドロミーが考えられる．∂D2はループの積 ℓ1 · · · ℓkとホモトピックであったことから，
このモノドロミーは [τV (δk)] ◦ · · · ◦ [τV (δ1)]に他ならない（基本群と写像の合成の順番の
違いに注意）．これをfの大域モノドロミーという．
Lefschetz双ファイバー空間を定義するためにもう一つ言葉を用意する．

定義 3. パスγ : [−1, 1] → D2がLefschetzファイバー空間fに関するマッチングパスで
あるとは以下を満たすときにいう（図2）：

1. γ−1(Critv(f)) = {±1}かつγ(−1) ̸= γ(1)；

2. γ± : [0, 1] → D2をγ±(t) := γ(±t)で定めるとき，消滅サイクルV (γ−)，V (γ+)は
(f−1(γ(0)), dλf−1(γ(0)))の中の“ 枠付き”Lagrange球面として一致する．

ここで，n次元Lagrange球面の枠とはRn+1の中の単位球面SnとLagrange球面との
間の微分同相写像のことである．本稿では，枠についてはこれ以降とくに言及しない．
詳しくは [11, Section 16]を参照してほしい．S(γ) := ∆(γ−) ∪∆(γ+)はLagrange球面
であるが，これをγの上のマッチングサイクルという．

図 2: マッチングパスγとその上のマッチングサイクルS(γ) = ∆(γ−) ∪∆(γ+)

2.2. Lefschetz双ファイバー空間

Lefschetz双ファイバー空間とは，簡単に言うとLefschetzファイバー空間のファイバー
がまたLefschetzファイバー空間の構造を持つファイバー空間のことである．本稿では，
まず抽象的な組としてLefschetz双ファイバー空間を定義し，後にそのデータから対応
するLefschetzファイバー空間を構成する．

定義 4. アブストラクトLefschetz双ファイバー空間とは，組

(f : (W,dλ) → D2; γ1, . . . , γm)

のことである．ただし，f : (W,dλ) → D2はLefschetzファイバー空間で，(γ1, . . . , γm)

はfに関するマッチングパスの順序付き組である．



アブストラクト Lefschetz双ファイバー空間 (f : (W,dλ) → D2; γ1, . . . , γm)から，
Lefschetzファイバー空間を構成する．まず，得られるLefschetzファイバー空間は局所
的には以下のようになる：

F0 : Cn+1 π−→ C2 pr1−−→ C，
π(z1, . . . , zn+1) = (z21 + · · ·+ z2n+1, zn+1)，pr1(w, z) = w．

w0 ∈ C \ 0に対し，制限

π| : F−1
0 (w0) = {z21 + · · ·+ z2n+1 = w0} → Cw0 = {(w0, z) ∈ C}

を考える．これは，Critv(π|) = {z2 = w0}で，ファイバーが余接束T ∗Snにシンプレク
ティック同型で，消滅サイクルがその零切断の像と同一視されるLefschetzファイバー空
間である．これを基に (f : (W,dλ) → D2; γ1, . . . , γm)に対するLefschetz双ファイバー
空間を構成する．特にm = 1の場合，(f : (W,dλ) → D2; γ)の場合をまずは考える．
はじめに，γとその上のマッチングサイクルS(γ)の近傍N(γ)，N(S(γ))を制限 f | :

N(S(γ)) → N(γ)がLefschetzファイバー空間になるようにとる．ここで，N(S(γ))はあ
る半径sの余接束DsT

∗Snにシンプレクティック同型であることに注意する．D2×Wと
写像 id×f : D2×W → D2×D2を考える．コンパクトな部分多様体E ⊂ Cn+1をうまく
選ぶことにより，先ほどのF0 : Cn+1 → C2 → CのEへの制限が，ファイバーがDsT

∗Sn

にシンプレクティック同型であるLefschetzファイバー空間F0| : E
π|E−−→ D2×D2 pr1|−−→ D2

とすることができる．あとは，D2 ×N(S(γ))，D2 ×N(γ)をD2 ×W，D2 ×D2から引
き抜き，代わりにE，D2×D2を貼り合わせればよい．その結果，Lefschetzファイバー
空間F : X := (D2 ×W \ N(S(γ))) ∪ E → D2 × ((D2 \ N(γ)) ∪D) → D2で，ファイ
バーが (W,dλ)にシンプレクティック同型で，消滅サイクルが S(γ)になるものが構成
された．一般の (f : (W,dλ) → D2; γ1, . . . , γm)に対しても，ファイバー和という操作を
用いて，ファイバーが (W,dλ)であり消滅サイクルがS(γ1)，. . .，S(γm)であるLefschetz

ファイバー空間が得られる．

2.3. オープンブック

主定理を述べるためにオープンブックを定義する．

定義 5. アブストラクトオープンブックとは組 (Σ, dλ;φ)のことである．ただし，(Σ, dλ)
は境界付きコンパクト有向完全シンプレクティック多様体のことで，φはΣの境界の近
くでは恒等的である (Σ, dλ)のシンプレクティック同型写像である．

dimΣ = 2nであるアブストラクトオープンブック (Σ, dλ;φ)を与えたとき，次のよ
うに (2n+ 1)次元閉多様体M(Σ, dλ;φ)を構成することができる：

M(Σ, dλ;φ) :=
Σ× [0, 1]

(x, 1) ∼ (φ(x), 0)
∪∂ ∂Σ× D2，

ただし，∪∂ : (∂Σ× [0, 1])/ ∼→ Σ× ∂D2，(x, θ) 7→ (x, e2πiθ)．オープンブックの間の同
型を定義するためにT (Σ, dλ;φ) := Σ×[0,1]

(x,1)∼(φ(x),0)
とおく．

定義 6. 2つのアブストラクトオープンブック (Σj, dλj;φj)(j = 1, 2)が同型であるとは，
T (Σj, dλj;φj) (j = 1, 2)がS1 = [0, 1]/ ∼上のシンプレクティックファイバー束として
同型であるときをいう．



注意 7. M(Σ, dλ;φ)はシンプレクティック構造 dλには依らない．どのような場合に，
この dλの情報が効いてくるかというと，オープンブックの構造からM(Σ, dλ;φ)上に
接触構造を付随させたときである．本稿ではその接触構造の構成については立ち入ら
ないが，興味のある方は例えば [3, Chapter 7.3]を参照して欲しい．以下では，接触構
造を考えない場合はdλを省略し，φはΣの向きを保つ微分同相写像として考える．

上では，オープンブックから多様体を構成したが，その逆が成り立つこともある．す
なわち，(2n+ 1)次元閉多様体Mに対し，アブストラクトオープンブック (Σ;φ)が存
在し，MがM(Σ, φ)と微分同相である．このとき，(Σ, φ)をMのオープンブックと呼
ぶことにする．
Lefschetzファイバー空間とオープンブックの関係について述べておく．f : (W,dλ) →

D2をファイバーが (Σ, dλ)にシプレクティック同型なLefschetzファイバー空間とする．
ある Hurwitzシステムに対する f の大域モノドロミーを φとする．このとき，制限
f | : f−1(∂D2) → ∂D2はファイバー束になるが，これは∂Wのオープンブック (Σ, dλ;φ)

を誘導する．

3. 主結果と構成
3.1. 結果

定理 8 (大場). 任意の 2以上の自然数 nに対し，以下を満たす 4n次元多様体上の
Lefschetzファイバー空間の無限族{Fj : Xj → D2}j∈Z≥0

が存在する：

1. 各Fjは互いに非同型なLefschetzファイバー空間である；

2. 各Fjから誘導されるオープンブックは jに依らず全て同型である．

Lefschetzファイバー空間の全空間は Stein構造を許容し，境界に誘導されるオープ
ンブックからは接触多様体が得られることが知られている．特に，このようにして得
られたStein領域は今得られた接触多様体のStein充填である．したがって，次の系を
得る．

系 9 (大場 [8, Theorem 1.1]). 任意の2以上の自然数nに対し，ホモトピー型が相異な
るStein充填を無限個もつ (4n− 1)次元接触多様体 (M, ξ)が存在する．

注意 10. 定理 8と系 9について，それぞれの条件を満たす Lefschetzファイバー空間，
接触多様体は各次元において無限個構成できる．

3.2. 構成法

Lefschetz双ファイバー空間を用いて構成するが，その構成の鍵となるのはA4-Milnor

ファイバーである．十分小さい ε > 0に対し，

Cn+1 ⊃ V4 := {Σn
j=1z

2
j + z5n+1 = ε} ∩ {Σn+1

j=1 |zj|2 = 1}

と定め，これをA4-Milnorファイバーという．このV4は（実）2n次元多様体であり，
Cn+1上のd(

√
−1
4

∑n+1
j=1 (zjdz̄j − z̄jdzj))の制限としてシンプレクティック構造dλ0を定め

ることができる．第n+1成分への射影f : V4 ∋ (z1, . . . , zn+1) 7→ zn+1 ∈ Cを考えると，
これはLefschetzファイバー空間であり，Critv(f) = {zn+1 = ε}となる．このfの重要
な性質としては，定義3の1つ目の条件を満たすすべてのパスγがマッチングパスにな
るという点である [6, Section 6.c]．



具体的な構成は以下のようにする．まず，マッチングパスγ1, . . . , γ4, δを図 3に示す
ようにとる．また，γk

j を τ kδ (γj)と定める．ただし τδは δに沿う右手ハーフツイストと
する．アブストラクトLefschetz双ファイバー空間を次のように定義する：

図 3: マッチングパスγ1, . . . , γ4, δ

(f : (V4, dλ0) → D2; γk
1 , γ

k
2 , γ

k
3 , γ2, γ4).

この Lefschetz双ファイバー空間から前節で構成したように，Lefschetzファイバー空
間 Fk : Xk → D2 でファイバーが A4-Milnorファイバー (V4, dλ0)，消滅サイクルが
S(γk

1 ), S(γ
k
2 ), S(γ

k
3 ), S(γ2), S(γ4) であるものが得られる．これらの消滅サイクルに沿う

Dehnツイストに関し次が成り立つ：

[τS(γk
3 )
] ◦ [τS(γk

2 )
] ◦ [τS(γk

1 )
] = [τS(γk′

3 )] ◦ [τS(γk′
2 )] ◦ [τS(γk′

1 )]

ただし，k, k′ ∈ Z. よって，Fkの大域モノドロミー [τS(γ4)]◦[τS(γ2)]◦[τS(γk
3 )
]◦[τS(γk

2 )
]◦[τS(γk

1 )
]

は等しく，誘導するオープンブックが同型になる．
全空間Xkたちを区別するために，dimV4 = 4n− 2と仮定する．このとき，

H2n−1(Xk;Z) ∼=
H2n−1(V4;Z)

⟨[S(γk
1 )], [S(γ

k
2 )], [S(γ

k
3 )], [S(γ2)], [S(γ4)]⟩

∼=

{
Z (k = 0)

Zk (k > 0).

であることがわかり，Xkはホモトピー型が異なることがわかる．とくに，Lefschetzファ
イバー空間Fkは非同型である．これで定理が得られた．

注意 11. この証明はdimV4 = 4nの場合は有効でない．これは，消滅サイクルのホモ
ロジー類 [S(γk

j )] ∈ H2n(V4;Z)がkの偶奇で一致してしまうためである．また，対応す
るXkの微分同相類もkの偶奇で一致していると予想されている．そのため，無限個を
区別するためには，シンプレクティック多様体やStein領域のより精密な不変量が必要
と考えられる．
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