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本稿では, S = Sg,n を種数 g ≥ 0, 境界成分 n ≥ 0個付きの連結コンパクト向き付け
可能曲面, N = Ng,n を種数 g ≥ 0, 境界成分 n ≥ 0個付きの連結コンパクト向き付け不
可能曲面でそれぞれ負のオイラー標数を持つものとする．

1. 導入
1983年に Birman-Lubotzky-McCarthy [3] が S の写像類群の任意のアーベル部分群は
有限生成で，その torsion-free rank は高々 3g + n − 3 であることを証明した．また，
2014年に Atalan-Szepietowski [2] が N の種数が5以上の奇数の場合に，その写像類群
のアーベル部分群の torsion-free rank の最大は 3

2
(g − 1) + n− 2 であることを示した．

更に，2015年に Atalan [1] は N の種数が偶数の場合に，その写像類群の各組が交わら
ない曲線に沿った Dehn twistたちで生成される群を含むアーベル部分群の torsion-free

rankの最大は 3
2
g+n−3であることを示したが，一般のアーベル部分群の torsion-free

rank の最大は求められていなかった．
本稿では, Birman-Lubotzky-McCarthy [3] の議論を向き付け不可能曲面に対して適

用し，種数が偶数の場合についてもその写像類群の任意のアーベル群の torsion-free

rank の最大が求められたので，その結果について報告する.

2. 準備
定義 2.1. 種数 g, 境界成分 n個付きの 向き付け不可能曲面 N = Ng,n とは，球面から
g + n個の開円板を取り除きその境界に沿って g個のメビウスの帯を貼り合わせること
でできた曲面のことである（図 1 の左を見よ)．このメビウスの帯を貼り合わせた部分
を crosscap と呼ばれるもので表す (図 1 の右を見よ)．

図 1: 向き付け不可能曲面.

定義 2.2. N の写像類群 M (N) とは N 上の微分同相写像のアイソトピー類全体に写
像の合成を演算として群構造を入れたものである. 但し，アイソトピーは各境界成分
を集合として保つものを考える．N 上の 本質的 な単純閉曲線 a とは，a は N 上で円
板やメビウスの帯の境界になっておらず，更に1つの境界成分にアイソトピックになっ
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ていないことである．N 上の曲線といったら N 上の本質的な単純閉曲線を表すとす
る．N 上の 単側 な曲線 a とは，a の正則近傍がメビウスの帯になることである (図 2

の左を見よ)．N 上の 双側 な曲線 a とは，a の正則近傍がアニュラスになることであ
る (図 2 の中央と右を見よ)．N 内の双側な曲線 a に沿った Dehn twist ta とは a に
沿って N を切りその片側を 2π 右に回転させ再び a で N を貼り合わせるという操作
で得られる微分同相写像のことである (図 3 を見よ).

図 2: 例：単側な曲線 (左)，双側な曲線 (中央，右).

図 3: Dehn twist.

定義 2.3. M (N) の元 φ が有限位数であるとは，ある代表元 f ∈ φ とある整数 n ̸= 0

が存在して fn = idN となることである．M (N) の元 φ が可約であるとは，ある代表
元 f ∈ φ とある曲線の族 A が存在して f(A) = A となることである．M (N) の元 φ

が pseudo-Anosov であるとは, ある代表元 f ∈ φ が存在して N 上の任意の曲線 a

と任意の整数 n ̸= 0 に対して fn(a) ̸= a となることである.

定理 2.4. (Thurston’s theorem [5]) 各 φ ∈ M (N) は 有限位数か，可約か， pseudo-

Anosov のいずれかである．更に，φ が可約のとき，曲線のアイソトピー類の集合 A

が存在して，φ(A ) = A かつ N −Aの各連結成分への φの制限は有限位数か pseudo-

Anosov のいずれかになる，但し A は A の代表元の集合で互いに交わらないもので
ある．

本稿では，定理 2.4 内の A を φ に関する reduction system と呼び，α ∈ A を
reduction class と呼ぶ．φ に関する reduction class α が essential であるとは，α

と交わる任意の β と任意の整数 n ̸= 0 に対して，φn(β) ̸= β を満たすことである．

3. 主結果
定理 3.1. N をオイラー標数が負の連結コンパクト向き付け不可能曲面, G を M (N)

の任意のアーベル部分群とする．このとき G は有限生成で，その torsion-free rank の
最大は種数が奇数のとき 3

2
(g − 1) + n− 2 で，種数が偶数のとき 3

2
g + n− 3 である．

定理 3.2. 定理 2.4 における集合 A で最小のものはアイソトピーの差を除いて一意で
ある．

定理 3.2はWu [6]が初めて示した．よって定理 3.2は，Birman-Lubotzky-McCarthy [3]

の議論を向き付け不可能曲面に適用することでその別証明を与えたというものである．



4. 向き付け可能曲面の場合との違い
A を互いに交わらない代表元を持つ N 上の曲線のアイソトピー類からなる集合とす
る．Aを A の各元の代表元の集合で互いに交わらないものとする．NA を N−Aの自
然なコンパクト化とする．A two を A 内の双側な曲線のアイソトピー類全体からなる
集合とする．MA (N) をM (N) 内での A の stabilizer とする．このとき well-defined

な準同型 Λ: MA (N) → M (NA ) を定めることができる．α ∈ A two とする．α の代表
元 a に対して ta を a に沿った Dehn twist とし，τα を ta のアイソトピー類とする．

定義 4.1. φ ∈ M (N) に関する reduction system A が 十分である とは，φ の NA の
各連結成分への制限が有限位数または pseudo-Anosov であることである．

向き付け可能曲面の場合との違いが大きく2つ出てくる．1つ目は補題 4.2の証明で
ある．

補題 4.2. Ker(Λ) = ⟨τα | α ∈ A two⟩.

Stukow [4] の部分曲面の写像類群の全体の曲面の写像類群の包含準同型の核に関す
る結果を用いることで向き付け不可能曲面の場合に対しても補題 4.2 を示すことがで
きた．2つ目は補題 4.3である．

図 4: 曲線 β0, β1, β2.

補題 4.3. F を連結コンパクト曲面でオイラー標数が負のものとする．S (F ) を F 上
の曲線のアイソトピー類全体の集合とする．δ を F 上の proper に埋め込まれた弧の
アイソトピー類とし，φ ∈ M (F ) を φ(δ) = δ とする．このとき次のいずれか1つが成
り立つ．

(1) F は S0,3，N1,2，N2,1のいずれかである.

(2) δ が異なる 2つの境界成分を結ぶとき，ある γ ∈ S (F ) が存在して φ(γ) = γ か
つ任意の α ∈ S (F ) で i(α, δ) ̸= 0 なるものに対して i(α, γ) ̸= 0 となる.

(3) δ が 1つの境界成分を結び crosscap を偶数回通りちょうど 1つの crosscap を囲
むとき, 図 4 の β0 を除くすべての α ∈ S (F ) で i(α, δ) ̸= 0 なるものに対して，
ある γ ∈ S (F ) で φ(γ) = γ かつ i(α, γ) ̸= 0 なるものが存在する.

(4) δ が 1つの境界成分を結び crosscap を偶数回通りちょうど 1つの crosscap を囲
むわけではないとき，任意の α ∈ S (F ) で i(α, δ) ̸= 0 なるものに対してある
γ ∈ S (F ) が存在して φ(γ) = γ かつ i(α, γ) ̸= 0 を満たす.

(5) δ が1つの境界成分を結び crosscap を奇数回通るとき, 図 4 の β1 と β2 を除くす
べての α ∈ S (F ) で i(α, δ) ̸= 0 なるものに対して，ある γ ∈ S (F ) で φ(γ) = γ

かつ i(α, γ) ̸= 0 なるものが存在する.



向き付け可能曲面の場合（[3]）には補題 4.3の場合分けは2通りであったが向き付け
不可能曲面の場合は 5つになる．向き付け可能曲面と不可能曲面の間で補題 4.3 に違
いが現れるが，補題 4.3 を証明に使う補題 4.4 は向き付け可能曲面と不可能曲面のど
ちらの場合も同じ結果になる．

補題 4.4. φ ∈ M (N)を可約とし，A を φの十分な reduction systemとする．α ∈ A

とし，A ′ = A − {α} とする．このとき以下は同値：

(1) α は essential である．

(2) A ′ は任意の整数 m ̸= 0 に対して φm の十分な reduction system ではない．

補題 4.4 は定理 3.2 を証明する際の鍵となる．更に，定理 3.1 を示すためにも使わ
れる重要な補題である．この補題の結果が向き付け可能と不可能の場合のどちらも同
じになるため，定理 3.1 と定理 3.2 を Birman-Lubotzky-McCarthy [3] の議論を追う
ことで証明することができる．
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