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1 導入

1.1 問題意識と主結果

本稿では, 以下の問いについて考える.

問 1.1. 代数多様体 X と双有理同値な多様体を, Db(X)上の安定対象のモジュライ空間として記述すること

ができるか?

このような問題意識が生まれたきっかけとなったのは, 次の Bridgeland の結果である.

定理 1.2 ([2]). X を滑らかな 3 次元代数多様体とし, f : X → Y をフロップ収縮とする. このとき, f のフ

ロップ f+ : X+ → Y が存在する. さらに, 導来圏の同値

Φ: Db(X+) ∼= Db(X)

が存在する.

この定理の注目すべきポイントは以下の二つである:

• 3 次元の代数多様体の極小モデルは一意的とは限らないが, それらの導来圏は一意的である.

• 実は X+ は Db(X) の対象のモジュライ空間として得られる.

導来圏はもともと層係数コホモロジーを扱うための技術的な道具として導入された概念であったため, 導来

圏を用いて双有理幾何学に応用を与えた Bridgeland の定理は大きな衝撃を与えた. それ以降, 問 1.1 は多く

の人によって研究されてきた. 特に滑らかな曲面の極小モデルプログラムと導来圏の関係について, 戸田は次

のことを示した.

定理 1.3 ([8, 9]). X 上の安定性条件の 1パラメータ族 {σt}t∈[0,1] と実数の列 0 = t0 < t1 < · · · < tn+1 = 1

が存在して以下を満たす: 任意の i = 0, · · · , n, t ∈ (ti, ti+1)に対して, Xi はチャーン指標が ch(Ox) である

ような σt-安定対象の良モジュライ空間である.

戸田の定理は, 滑らかな曲面に対しては, 問 1.1 の完全な回答を与えている. そこで筆者は, 曲面に特異点も

許した状況で問 1.1 について研究し, 以下の二つの定理を得た:

定理 1.4 (主定理 A). X を射影的曲面とし, C ⊂ X を (−2) 曲線とする. また, f : X → Y を C を A1 型特

異点へと収縮する双有理射とする. このとき, Y は Db(X) 上の安定対象のモジュライ空間として実現できる.

定理 1.5 (主定理 B). Y を商特異点のみを持つ射影的曲面とし, Y を Y に付随するスタックとする. このと



き, Y の極小特異点解消は Db(Y) 上の安定対象のモジュライ空間として実現できる.

主定理 Aは, (−1) 曲線の収縮 (つまり 極小モデルプログラムの各ステップ) だけでなく, (−2) 曲線の収縮

についても戸田の定理の類似が成り立つことを示している. 一方主定理 Bでは, 特異点を持つ曲面 Y から出

発して, その極小特異点解消が導来圏のモジュライ空間として実現できるということを意味している. 正確な

定理の主張については, 定理 3.1, および定理 4.1 をみよ.

1.2 本稿の構成

まず 2 章において, 三角圏上の安定性条件の定義と基本的な事実を復習する. 続いて 3 章では主定理 Aに

ついて, 4 章では主定理 Bについてそれぞれ解説する.

2 三角圏上の安定性条件

三角圏上の安定性条件の概念は, 物理学の超弦理論における Douglas Π-安定性の数学的定式化として,

Bridgelandにより導入された [3]. とくに 3 次元カラビヤウ多様体 X の連接層の導来圏上の安定性条件の空

間は, ミラー多様体 X̌ の複素構造のモジュライ空間と関係することが期待されている. 上記のような物理学

のアイデアに起因して定義された安定性条件であるが, 代数幾何学の問題にも応用があることがわかり始めて

おり, 近年注目を集めている.

2.1 安定性条件の定義

まず, アーベル圏上の安定関数の定義から始める.

定義 2.1. A をアーベル圏とする.

1. A上の安定関数とは, 群準同型写像 Z : K(A) → C であって, 以下の条件を満たすもののことである:

Z(A \ {0}) ⊂ H.

ここでHは, 上半平面と実軸の負の部分 R<0 との和集合を表す.

2. Z は A上の安定関数とする. E ∈ Aに対し, ϕZ(E) := 1
π argZ(E) ∈ (0, 1] と定義する. 任意の真の部

分対象 F ⊂ E に対して,
ϕZ(F ) ≤ (resp. <)ϕZ(E)

が成り立つとき, E は Z-半安定 (resp. 安定) であるという.

3. 以下の条件を満たすとき, Z は Harder-Narasimhan(HN) 条件をみたすという. : 任意の E ∈ A
に対して, 有限のフィルトレーション

0 = E0 ⊂ E1 ⊂ · · · ⊂ En−1 ⊂ En = E

であって, すべての i = 1, · · · , nに対して Fi := Ei/Ei−1 は Z-半安定であり,

ϕZ(E1) > · · · > ϕZ(En)

を満たすようなものが存在する.



例 2.2. X を滑らかな射影的代数曲線とし, A = Coh(X)とする.

Z := − deg+i rk

と定義すると, Z は Coh(X)上の安定関数である. この場合 Z-安定性は, Mumfordのスロープ安定性に他な

らない. Z が HN条件を満たすことは, 古典的に知られている.

次に, t-構造の核の概念を述べよう.

定義 2.3. D を三角圏とする. D 上の t-構造の核とは, D 内の充満加法圏 A ⊂ D であって, 以下の条件をみ

たすもののことである: 任意の E ∈ D に対して, 整数の列 k1 > · · · > kn と D 上の完全三角の列
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であって, Ai ∈ Aを満たすものが存在する.

注意 2.4. t-構造の核はアーベル圏であることが知られている.

例 2.5. Aをアーベル圏とし, D = Db(A)を Aの有界導来圏とする. この時, A ⊂ D は D の t-構造の核であ

る. 特に, Coh(X) は Db(X) 上の t-構造の核である.

例 2.6. f : X → Y は代数多様体の間の固有双有理射とし, 次の 2条件を満たすとする:

• Rf∗OX = OY .

• 任意の y ∈ Y に対して, dim f−(y) ≤ 1.

例えば, X が滑らかな射影的曲面, f が (−2) 曲線の収縮射であるとき, これらの仮定は満たされる. このと

き, 以下の圏は Db(X) 上の t-構造の核であることが知られている [2, 10].

Per(X/Y ) :=

{
E ∈ Db(X) :

f∗H−1(E) = 0,
R1f∗H0(E) = 0,Hom(H0(E), C) = 0

}
.

ここで, C := {E ∈ Coh(X) : Rf∗E = 0} である.

上記の例のように, Db(X) 上には, Coh(X) 以外にも t-構造の核が存在する. そのようなアーベル圏上にも

安定関数を考えることができる点が, 導来圏を用いる一つのメリットである.

以上の準備の下, 三角圏上の安定性条件の定義を述べることができる.

定義 2.7. Dを三角圏とする. D上の安定性条件とは, D上の t-構造の核 Aと, HN条件を満たす A上の安定
関数 Z の組 (Z,A)のことである. Z は中心電荷と呼ばれる.

例 2.8. X を滑らかな射影的代数曲線とする. Z を例 2.2のように定めると, 組 (Z,Coh(X))は Db(X)上の

安定性条件である.

上記の例が示すように, 三角圏上の安定性条件は曲線上のMumford スロープ安定性の一般化になっている.



2.2 台条件と安定性条件の空間

この節では, 「安定性条件全体のなす集合は複素多様体の構造を持つ.」という Bridgeland の結果を紹介

する.

D を三角圏として, 有限生成アーベル群 Γと群準同型 cl : K(D) → Γ を固定する.

定義 2.9. σ = (Z,A)を D 上の安定性条件とし, Z は clを factorすると仮定する. この時, σ が (Γ, cl)に関

して台条件を満たすとは, 以下が成り立つことをいう.

sup

{
∥ cl(E)∥
|Z(E)|

: E ∈ Aは Z-半安定

}
< +∞.

ここで ∥ · ∥は, ΓR 上のノルムを表す.

(Γ, cl)に関して台条件を満たす D 上の安定性条件の集合を StabΓ(D)で表す. 台条件は, 中心電荷に沿った

安定性条件の変形の存在を保証する条件である:

定理 2.10 ([3]). StabΓ(D)上にある位相空間の構造が存在して,

StabΓ(D) → Hom(Γ,C), (Z,A) 7→ Z

は局所同相写像になる. 特に StabΓ(D) は複素多様体である.

以下, 代数多様体 X に対しては, Stab(X) := StabN (X)(D
b(X)) という記号を用いる. ただし N (X) :=

K(X)/Kerχ と定義し, X の numerical Grothendieck 群とよぶ.

3 主定理 A

本章では, 以下の主定理 Aについて解説する:

定理 3.1 (主定理 A). X を射影的曲面とし, C ⊂ X を (−2) 曲線とする. また, f : X → Y を C を A1 型

特異点へと収縮する双有理射とする. このとき, X 上の安定性条件の 1パラメータ族 {σt}t∈[0,1] が存在して,

以下を満たす:

1. t < 0 のとき, X はチャーン指標 ch(Ox) を持つ σt-安定対象の良モジュライである.

2. t = 0 のとき, Y はチャーン指標 ch(Ox) を持つ σ0-半安定対象の粗モジュライである.

3. t > 0 のとき, X はチャーン指標 ch(Ox) を持つ σt-安定対象の良モジュライである.

注意 3.2. 上記の定理において, t < 0のときと t > 0のときの安定性条件は本質的に異なるものである. 実際,

それぞれの σt-安定対象の集合は, Db(X)の非自明な自己同値でうつりあう.

以降この章では, X,Y,C, f は定理のとおりとする. まず A1 型特異点を持つ曲面の例を挙げよう.

例 3.3. 1. Hirzebruch 曲面.

nは自然数とする. P1 上の P1 束 X = Fn = PP1(O ⊕O(n)) を考える. 全射

O ⊕O(n) → O → 0

から定まる切断 C ⊂ X は (−n)曲線である. 特に, F2 は (−2)曲線を含む.



2. Kummer 曲面.

Aをアーベル曲面とする. A上の (−1)倍写像を ι : A → A と表す. すると ιは 16個の固定点を持つの

で, 商多様体 Y = A/ ⟨ι⟩は 16個の A1 型特異点を持つ. Y の 16点の特異点での爆発 X → Y は K3

曲面であり, 例外集合として 16 個の (−2)曲線を含む.

主定理 Aの証明の流れは以下のとおりである.

• まず, 収縮射 f の情報を持つ安定性条件 σ0 を構成する (3.1 節).

• σ0 の台条件により, 定理 2.10 を用いて σ0 の変形 {σt}t∈(0,1) を得る. これが定理に現れる 1 パラメー

タ族である.

• 最後にチャーン指標 ch(Ox) を持つ σt-半安定対象のモジュライ空間を決定して, 定理の証明が完了す

る (3.2 節).

3.1 安定性条件の構成

この節では σ0 を構成する. まず, Y 上の豊富因子 ω ∈ Amp(Y ) と, Q-因子 β ∈ NS(Y )Q をとる. 物理学

からの要請により, 次の形の中心電荷を持つ安定性条件の存在が期待される:

Zf∗ω,β := −
∫
X

e−if∗ω. chβ .

ただし chβ は, chβ := e−β . ch で定義される. この中心電荷は Y 上の豊富因子を用いて定義されており, 収縮

射 f の情報を持っている.

Zf∗ω,β を安定関数に持つような t-構造の核を, 以下で構成する. まず例 2.6の t-構造の核 Per(X/Y )を思い

出そう. これは f を用いて定義されており, 収縮射の情報を持つと期待できる. しかし, Zf∗ω,β は Per(X/Y )

上の安定関数とはならない.

例 3.4. 例えば, M を ω. ch1(M) < f∗ω.β となるような Y 上のベクトル束とする. このとき, E := f∗M は

Per(X/Y ) の対象であるが, 中心電荷の像の虚部は

ℑZf∗ω,β(E) = ω. ch1(M)− f∗ω.β < 0

となり, Zf∗ω,β は安定関数の定義を満たさない.

したがって, Per(X/Y ) を適切に修正して, 新たな t-構造の核を構成する必要がある. そのために, 次のス

ロープ関数を考える:

µf∗ω,β :=
f∗ω. chβ1

ch0
: Per(X/Y ) → (−∞,+∞].

すると, Coh(X) 上の Mumford スロープ安定性と同様にして, Per(X/Y ) 上に µf∗ω,β-安定性の概念が定

まる. 次に, Per(X/Y )の二つの部分圏を以下のように定義する.

Tf∗ω,β := ⟨T ∈ Per(X) : T は µf∗ω,β-半安定で µf∗ω,β(T ) > 0⟩,
Ff∗ω,β := ⟨F ∈ Per(X/Y ) : F は µf∗ω,β-半安定で µf∗ω,β(F ) ≤ 0⟩.

ここで ⟨S⟩ は, S の拡大閉包を表す. このとき組 (Tf∗ω,β ,Ff∗ω,β) は, Per(X/Y )上の捩れ対と呼ばれるも

のになっている. 一般に, t-構造の核上に捩れ対があると, 新たな t-構造の核が定義できる. すなわち,

Bf∗ω,β :=

{
E ∈ Per(X/Y ) :

H−1
p (E) ∈ Ff∗ω,β ,H0

p(E) ∈ Tf∗ω,β ,
Hi

p(E) = 0 for i ̸= −1, 0

}



は Db(X) 上の t-構造の核である. これが求める核である:

定理 3.5. Q-因子 β は, 0 < C.β < 1 を満たすとする. このとき, 組 σ0 := (Zf∗ω,β ,Bf∗ω,β) は X 上の安定

性条件であり, 台条件を満たす.

定理 3.5 の証明の鍵となるのは, 次の Bogomolov-Gieseker 型の不等式である.

命題 3.6. chβ0 (E) > 0 を満たす任意の µf∗ω,β-半安定対象 E ∈ Per(X/Y ) に対して, 不等式

chβ1 (E)2 − 2 chβ0 (E) chβ2 (E) ≥ 0

が成立する.

上の命題は, 以下の古典的な Bogomolov-Gieseker 不等式の類似である:

定理 3.7. 任意のスロープ半安定な捩れのない層 E ∈ Coh(X) は, 不等式

ch1(E)2 − 2 ch0(E) ch2(E) ≥ 0

を満たす.

命題 3.6 を用いることで, 半正値性

Zf∗ω,β(Bf∗ω,β \ {0}) ⊂ H (1)

および台条件が示される.

定理 3.5 の証明のスケッチ. 例えば, (1)を示すのにどのように Bogomolov-Gieseker 型不等式が使われるの

か見てみよう. 最も非自明なのは, µf∗ω,β(E) = 0 を満たす µf∗ω,β-半安定対象 E ∈ Per(X/Y ) に対して,

Zf∗ω,β(E[1]) < 0 (2)

を示すことである. まず定義により,

Zf∗ω,β(E[1]) = chβ2 (E)− ω2

2
chβ0 (E)

を得る. ここで, Bogomolov-Gieseker 不等式 (命題 3.6)により,

chβ2 (E)− ω2

2
chβ0 (E) ≤ chβ1 (E)2

2 chβ0 (E)
− ω2

2
chβ0 (E)

が成立する. さらに, µf∗ω,β(E) = 0 という仮定により, Hodge の指数定理を用いて,

chβ1 (E)2 < 0

である. 以上をまとめて, 求める不等式 (2) を得る.



3.2 モジュライ問題

σ0 の台条件により, 中心電荷 Zβ,f∗ω の変形

Zβ,f∗ω+tϵC := −
∫
X

e−if∗ω+tϵC . chβ

に沿って, 安定性条件 σ0 の変形 σt = (Zβ,f∗ω+tϵC ,Bt) が存在する. ただし, t ∈ (0, 1), 0 < ϵ ≪ 1 である. こ

の 1 パラメータ族を用いて, 定理 3.1 の証明の概略を述べる.

定理 3.1の証明の概略. ここでは集合論的にモジュライ空間を決定しよう.

まず t = 0 の場合, つまり σ0-半安定対象の集合を考える. 論文 [10] において,

OC , OC(−1)[1], Ox (x ∈ X \ C)

は Per(X/Y ) の単純対象であることが示されている. さらにこれらは µf∗ω,β = +∞ を満たすので, Bf∗ω,β

の σ0-安定対象である. よって次のことが分かった.

1. x ∈ X \ C のとき, Ox は σ0-安定.

2. OC ⊕OC(−1)[1] は σ0-半安定であるが, 安定ではない.

3. x ∈ C のとき, Ox は σ0-半安定であるが, 安定ではない.

4. 非自明な拡大
0 → OC(−1)[1] → E → OC → 0

を考えると, E は σ0-半安定であるが, 安定ではない. このような E は P(Ext1(OC ,OC(−1)[1])) ∼= P1

でパラメーターづけされる.

実はチャーン指標が ch(Ox) と一致するような σ0-半安定対象は, 上記のものに限られることもわかる. 3, 4

の対象はすべて, 同一の σ0-安定対象 OC と OC(−1)[1] の拡大として得られる. このような対象たちは S同

値であると呼ばれ, モジュライ空間の中では同一視される. したがって σ0-半安定対象の S同値類の集合は, Y

の閉点の集合と一対一に対応する.

t ̸= 0 のときの安定対象の集合は, Wall-Chamber 構造 と呼ばれる Stab(X) 上の構造により, 以下のよ

うになる.

t < 0 t = 0 t > 0

1 σt-安定 σ0-安定 σt-安定

2 σt-半安定でない σ0-半安定 σt-半安定でない

3 σt-安定 σ0-半安定 σt-半安定でない

4 σt-半安定でない σ0-半安定 σt-安定

とくに, t ̸= 0 のときは, σt-安定対象の集合は, X の閉点の集合と一対一に対応している.



4 主定理 B

Y は商特異点のみを持つ射影的代数曲面とし, f : X → Y を極小特異点解消とする. また, Y を Y に付随

する Deligne-Mumford スタックとする. この時, 圏論的には Y の smooth モデルとして Db(Y) を考えると

都合がよい. Y 自身は特異点を持つため Db(Y ) を扱うのが困難であるのに対して, スタック Y は滑らかであ
り, Db(Y) が良いふるまいをするからである. 次が主定理 Bである.

定理 4.1 (主定理 B). Y を商特異点のみを持つ射影的曲面とし, Y を Y に付随するスタックとする. このと

き, Db(Y) 上の安定性条件 σ と, numerical class v ∈ N (Y) が存在して, numerical class v を持つような

σ-安定対象の良モジュライ空間は Y の極小特異点解消となる.

定理 4.1 の証明の鍵となるのは, 導来マッカイ対応である [6, 7]. 導来マッカイ対応について述べるために,

半直交分解について復習しよう.

定義 4.2. D を三角圏とする.

1. E1, · · · , El ∈ D が例外列であるとは, 以下の条件を満たすことをいう:

Hom(Ei, Ej [p]) =

{
C (i = j かつ p = 0)

0 (i > j または, i = j かつ p ̸= 0).

2. Di ⊂ D (i = 1, · · · , l) を D の充満加法部分圏とする. この時, D1, · · · ,Dl が 半直交列 であるとは,

i > j に対して,
Dj ⊂ D⊥

i

が成り立つことである. ただし,

D⊥
i := {E ∈ D : Hom(F,E) = 0, F ∈ Di}

と定義する. さらに半直交列 D1, · · · ,Dl が D を生成するとき, 半直交分解であるといい,

D = ⟨D1, · · · ,Dl⟩

と表す.

導来マッカイ対応は, Y の二つの smooth モデル X と Y の導来圏を比較する定理である:

定理 4.3 ([6, 7]). 充満忠実関手 Φ: Db(X) → Db(Y) と例外列 E1, · · · , El ∈ Db(Y) が存在して,

Db(Y) = ⟨Φ(Db(X)), E1, · · · , El⟩

は半直交分解となる.

以降 numerical class として, v := [Φ(Ox)] (x ∈ X) を固定する. 定理 4.1 における安定性条件 σ は, 導来

マッカイ対応の半直交分解を用いて構成される.

定理 4.1 の証明のアイデア. 一般に三角圏 D の半直交分解が与えられたとき, 各半直交成分上の安定性条件

を貼り合わせて D 上の安定性条件を構成する方法が知られている [5]. そこで, Db(X) と ⟨E1, · · · , El⟩ 上の
安定性条件を適切に定義して, それらを貼り合わせることで Db(Y) 上に求める安定性条件を構成する.



まず Db(X) 上には, チャーン指標 ch(Ox) を持つ安定対象のモジュライが X であるような安定性条件 τ

の存在が知られている [4, 1]. 構成は第 2章の σ0 の構成と非常に似ている.

一方で ⟨E1, · · · , El⟩ は有限個の対象で生成されているため, 比較的容易に安定性条件 ρ を構成すること

ができる. あとは τ -安定性に影響を及ぼさないように τ と ρ を貼り合わせれば, 求める安定性条件 σ を得

る.
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