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1 Introduction

ここでは本講演の結果の背景となる先行研究について紹介する.

1.1 Gaussの超幾何関数と合流操作

Gaussの超幾何関数

F (a, b, c;x) =
∞∑

m=0

(a)m(b)m
(c)mm!

xm

は次の微分方程式Å
x(1− x)

d2

dx2
+ (c− (a+ b+ 1)x)

d

dx
− ab

ã
F = 0 (1)

を満たす. ただし、cは負の整数でないとし、

(a)m =

ß
a(a− 1) · · · (a−m+ 1) (m ≥ 1)
1 (m = 0)

とする. また、Gaussの超幾何関数は次の積分表示を持つ.

F (a, b, c;x) =
Γ(c)

Γ(c− a)Γ(a)

∫ 1

0

ta−1(1− t)c−a−1(1− xt)−bdt (2)
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さて、先ほどの微分方程式 (1)に対して、

x = ϵξ, b =
1

ϵ

とおくと、微分方程式はÅ
ξ(1− ϵξ)

d2

dξ2
+ (c− (a+

1

ϵ
+ 1)ϵξ)

d

dξ
− a

ã
F = 0 (3)

となる。これを ϵ → 0としたものÅ
ξ
d2

dξ2
+ (c− ξ)

d

dξ
− a

ã
F = 0 (4)

は Kummerの合流超幾何関数 1F1(a, c;x)が満たす微分方程式と一致する. Kummerの

合流超幾何関数は

1F1(a, c;x) = C1

∫ 1

0

extta−1(1− t)c−a−1dt (5)

という積分表示を持つが、この積分部分は (2)の積分部分に対して

x = ϵξ, b =
1

ϵ

として ∫ 1

0

ta−1(1− t)c−a−1(1− ϵξt)−1/ϵdt →
∫ 1

0

eξtta−1(1− t)c−a−1dt (6)

という極限操作をすると得られる. これらの極限操作は合流と呼ばれている.

合流の由来は微分方程式 (1)の特異点の合流から来ている. 微分方程式 (1)の特異点は

{0, 1,∞}で、いずれも確定型特異点である. 一方、微分方程式 (4)の特異点は {0,∞}と
なる. このうち∞ は不確定型特異点となる. これは微分方程式 (1) を変形して得られた

(3)の特異点 {0, 1
ϵ ,∞}に対して、ϵ → 0と極限操作すると 1

ϵ → ∞となり、二つの確定
型特異点 1

ϵ ,∞が「合流」して不確定型特異点になった、ということである.

さて、Gaussの超幾何関数や Kummerの合流超幾何関数は一変数の「特殊関数」と呼

ばれているものである. 一変数特殊関数には他にも Bessel 関数 Ja(x)、Hermite-Weber

関数 Ha(x)、Airy関数 Ai(x)というものがある. これらの関数は上で説明したのと同様

な極限操作を繰り返すことで Gauss の超幾何関数から得られることが知られている. し

かし、Kummerの合流超幾何関数から Hermite-Weber関数を得るときは特異点の合流が

起きているが、それ以外の極限操作では特異点の合流は起きていない. そこで、これらの

極限操作を統一できる「特異点の合流」以外の見方はないだろうか、という問題が浮かび

上がる.



1.2 木村ー高野の一般超幾何関数

これに対する解答を与えたのが木村-高野 [6]による一般超幾何関数とその合流操作であ

る. まず、Gaussの超幾何微分方程式の一般化として青本 [1]と Gelfand[3]が独立して青

本-Gelfand 系と呼ばれる微分方程式系を定義した. また Gelfand-Retahk-Serganova[4]

は Airy関数の一般化である一般型 Airy関数を定義した. これらの先行研究の下、木村-

高野は一般超幾何関数を定義した.

n,m ∈ Z>0, m < nとして

Zm,n = {Z ∈ Mn,m|rankZ = m}

とおく. g = gl(n,C) に対して、b ∈ g が regular element であるとは、b の中心化代数

zg(b)が
dimC(zg(b)) = n

を満たすことである. 全ての regular element b はある n の分割 λ = (λ1, . . . , λs) と

gb ∈ GL(n,C)に対して

b = (Ad(gb))(b1Iλ1
+ Λλ1

)⊕ · · · bsIλs
+ Λλs

)

(ただし Λr =
∑s−1

i=1 Ei+1,i)で表される.

Definition 1.1 regular element bに対して、Zm,n 上の一般超幾何関数とは次の微分方程

式系の解である.

(
∂

∂zi1,j1

∂

∂zi2,j2
− ∂

∂zi1,j2

∂

∂zi2,j1
)Φ = 0 (1 ≤ i1, i2 ≤ n; 1 ≤ j1, j2 ≤ m) (7)

(
n∑

i=1

zi,j1
∂

∂zi,j2
+ δj1j2)Φ = 0 (1 ≤ j1, j2 ≤ m) (8)

(Tr(zX∂t)− ⟨α,X⟩)Φ = 0 (X ∈ zg(b)) (9)

ただし、α ∈ (zg(b)
∗)は ⟨α, In⟩ = −mを満たすものとする.

特に regular element が semisimple であるときには青本-Gelfand 系と、nilpotent であ

るときには一般 Airy系となる. また、n = 4,m = 2のとき、4の分割は

(1, 1, 1, 1), (2, 1, 1), (2, 2), (3, 1), (4)



の 5つあるが、各分割に対応する regular elementに付随する一般超幾何関数はそれぞれ

Gaussの超幾何関数、Kummerの合流超幾何関数、Bessel関数、Hermite-Weber関数、

Airy関数と一致する.

n の分割 λ = (λ1, . . . , λs) に対して、Bλ を重複度 λ1, . . . , λs で相異なる固有値

b1, . . . , bs を持つ regular element の集合とする. このとき隣接する n の分割 λ, µ に

対して次が成り立つ.

Theorem 1.2 (1) b ∈ Bµ を一つとる. ϵ > 0に対して σϵ(b) ∈ Bλ が取れて

lim
ϵ→0

σϵ(b) = b

が成り立つ.

(2) 上の σϵ(b) ∈ Bλ に対して、リー代数の同型 Ψϵ : zg(b) → zg(σϵ(b))が取れて

lim
ϵ→0

Ψϵ(X) = X

が任意の X ∈ zg(b)で成り立つ.

特に b ∈ Bµ の固有値がすべてこのリー代数の極限操作によって、一般超幾何系、及びそ

の解の被積分関数が合流する. つまり、超幾何関数の合流とは「regular elementの中心化

代数の極限操作」によって説明される、というのが木村-高野の結果であった.

1.3 principal nilpotent pair

ところで、一般超幾何関数は regular elementの中心化代数 zg(b)によって定義されて

いた. regular semisimple elementの中心化代数 zg(b)は Cartan subalgebraであること

から、一般超幾何関数の合流操作は Cartan subalgebra の極限操作に対応している. と

ころで、Cartan subalgebra の極限によって得られる部分代数は zg(b) だけなのだろう

か?答えは否である. このような部分代数の例として、Ginzburg[5]が導入した principal

nilpotent pairの中心化代数がある.

Definition 1.3 (e1, e2) ∈ g × g が次を満たすとき、(e1, e2) を principal nilpotent pair

と呼ぶ.

(1) 任意の (t1, t2) ∈ C∗ × C∗ に対してある g ∈ G が存在して、(t1e1, t2e2) =

(Ad(g)e1,Ad(g)e2)

(2) [ei, ej ] = 0 (i, j = 1, 2)

(3) zg(e1, e2) := zg(e1) ∩ zg(e2)に対して、dim(zg(e1, e2)) = n



注意として、(1) は h を g の Cartan subalgebra とすると、「ある h1, h2 ∈ h が存在し

て [hi, ej ] = δijej (i, j = 1, 2) が成り立つ」ことと同値である. このような h1, h2 ∈ h

を associated semisimple pair という. (e1, e2) が principal nilpotent pair であるとき、

associated semisimple pair h1, h2 に対して

zg(h1, h2) = h

が成り立つ. また、principal nilpotent pairはYoung図形と対応していることが知られて

いる. なお、他の古典型リー代数に対しては Elashvili-Panyushev[2]と R. Yu[8]で特徴づ

けされている. 次の命題から principal nilpotent pairの中心化代数は Cartan subalgebra

の極限から得られることが分かる.

Proposition 1.4 (e1, e2)を principal nilpotent pair、(h1, h2)を associated semisimple

pairとしたとき、次が成り立つ.

lim
t→∞

(Ad exp t(e1 + e2))zg(h1, h2) = zg(e1, e2)

それでは、この principal nilpotent pairに対応する超幾何系とはどのようなものであろ

うか？今回の主結果はこの問題を principal nilpotent tuplesという拡張した形で考えた

ものである.

2 主結果

ここでは principal nipotent tuples を導入したあと、principal nipotent tuples に付

随する超幾何系を定義する. さらに超幾何系の解の積分表示を示した後、これが青

本-Gelfand系の解の積分表示の極限操作によって得られることを紹介する.

2.1 principal nilpotent tuples

hを gの Cartan subalgebraとする.

Definition 2.1 gの p個の元の組 (e1, . . . , ep)が次の条件を満たすとき、principal nilpo-

tent p-tupleという.

1. ある h1, . . . , hp ∈ hが存在して [hi, ej ] = δijej (1 ≤ i, j ≤ p)が成り立つ

2. [ei, ej ] = 0 (1 ≤ i, j ≤ p)

3. a := ⟨el | l ∈ Np⟩に対して zg(a) = a, dim a = nが成り立つ.



ただし、l = (l1, . . . , lp) ∈ Np に対して el =
∏p

i=1 e
li
i とする. h1, . . . , hp ∈ h は

(e1, . . . , ep)の associated semisimple tuplesで

zg(h1, . . . , hp) := ∩p
i=1zg(hi) = h

が成り立つ. 上の条件から ei は nilpotentであり,

[hi, e
l] = lie

l

が成り立つ. また
L := {l ∈ Np | el ̸= 0}.

とすると {el | l ∈ L}は aの生成系である.

Example 2.2 p = 1とする. このとき e = Λn は principal nilpotent 1-tupleであり、

h =

á
n−1
2 0 · · · 0
0 n−3

2 0
... 0

. . . 0
0 0 · · · −n−1

2

ë
∈ h

は [h, e] = eを満たす.

この例から、principal nilpotent tupleは regular nilpotent elementの一般化となること

がわかる.

次の命題が示すように、zg(a)は Cartan subalgebraの極限によって得られる.

Proposition 2.3 e := exp( τ−1
τ (e1 + · · ·+ ep))とする. このとき、次が成り立つ.

1. limτ→0 Ad(e(τ))(τh)
M = eM for all M ∈ Np.

2. limτ→0 Ad(e(τ))h = a.

2.2 超幾何系とその解の積分表示

A ⊂ Cp, |A| = nに対して V =
⊕

a∈A Cva を

hiva = aiva, e
lva = va+lforl ∈ L

となるように定める. すると、(e1, . . . , ep)が principalであることからある a(0) ∈ Aが

存在して A = a(0) + Lか A = a(0) − Lが成り立つ. これ以降は A = a(0) + Lとして

話を進める.



Example 2.4 Example 2.2 の場合 A = {− 3
2 ,−

1
2 ,

1
2 ,

3
2} とすると vi = ei+1 (i =

0, 1, 2, 3)は上の条件を満たす.

B ⊂ Aを |B| = mとなるようにとり、VB =
⊕

a∈B Cva とする. G = GL(V )とし、

N = {g ∈ G|g|VB
= idVB

}, Z = G/N と定義する. Z は {z = (za,j)a∈A,1≤j≤m|rankz =

m}と表せる.

gを Gのリー代数とすると、a ∈ gに対して

(∂a(f))(z) :=
d

dt
f(exp(−ta)z)|t=0

と定義する.

Definition 2.5 principal nilpotent p-tuple (e1, . . . , ep), α ∈ a∗ に対して、(e1, . . . , ep)

に付随する超幾何系を次の Z 上の微分方程式系で定義する.

(
∂

∂za,j1

∂

∂zb,j2
− ∂

∂za,j2

∂

∂zb,j1
)Φ = 0 (a, b ∈ A; 1 ≤ j1, j2 ≤ m) (10)

(
∑
a∈A

za,j1
∂

∂za,j2
+ δj1j2)Φ = 0 (1 ≤ j1, j2 ≤ m) (11)

(
∑

a,a+l∈A

m∑
j=1

za,j
∂

∂za+l,j
+ α(el))Φ = 0 (l ∈ L) (12)

最後の方程式 (12)は ∂el − α(el)に対応する.

この超幾何系の解 Φに対する積分表示を考える. k ∈ Np に対して、多項式 θk を [4]に

倣って ∑
l∈Np

blT
l = exp(

∑
k∈Np\{0}

θk(b)T
k), (13)

(ただし b0 = 1)と定義する.

Proposition 2.6 l ∈ Lに対して、bl =
∑m

j=1 za(0)+l,jtj、b′l := bl/b0 とし、

ϕ(α, z, t) := bα0
0 exp(

∑
k∈L+

αkθk(b
′)), (14)

とおく. ただし L+ = L \ {0}、l ∈ Np に対して αl = α(el)とする. このとき、

Φ(α, z) :=

∫
ϕ(α, z, t)dt

は (e1, . . . , ep)に付随する超幾何系の解となる.



Example 2.7 p = 1のとき、k ∈ Nに対して、多項式 θk は [6]で定義されたものになる.

このとき (α0, . . . , αn−1) ∈ Cn, αo = −mに対して

Φ(α, z) =

∫
bα0
0 exp(

n−1∑
k=1

αkθk(b
′))dt

は [4]で定義された一般 Airy関数の積分表示となる.

2.3 合流操作

h = ⟨hl⟩に対して、α ∈ h∗ を α(Ea,a) = αa (a ∈ A)とすると

(
∂

∂za,i

∂

∂zb,j
− ∂

∂za,j

∂

∂zb,i
)Φ = 0 (a, b ∈ A; 1 ≤ i, j ≤ m) (15)

(
∑
a∈A

za,i
∂

∂za,j
+ δij)Φ = 0 (1 ≤ i, j ≤ m) (16)

(
m∑

k=1

za,k
∂

∂za,k
− αa)Φ = 0 (a ∈ A). (17)

は青本-Gelfand系と一致する. αl =
∑

a∈A alαa. とすると、(17)は

(
∑
a∈A

al
m∑

k=1

za,k
∂

∂za,k
− αl)Φ = 0 (l ∈ L), (18)

と同値になる. この方程式は (∂hl + αl)Φ = 0と一致する. この超幾何系の解の被積分関

数から (14)を得るようために以下の極限操作をする.

Le(τ) を Z = G/N に e(τ)を左から掛ける作用とする.

Proposition 2.8 [βl
a]を [al]a∈A,l∈L の逆行列、

ϕτ (α, z) =
∏
l∈L

(
∏
a∈A

(Le(τ).ba−a(0))
βl
a)αl/τ

l

.

とする. このとき、 ∫
ϕτ (α, z) dt



は

(
∂

∂za,i

∂

∂zb,j
− ∂

∂za,j

∂

∂zb,i
)Φ = 0 (a, b ∈ A; i, j ∈ B)

(
∑
a∈A

za,i
∂

∂za,j
+ δij)Φ = 0 (i, j ∈ B)

(∂Ad(e(τ))hl +
αl

τ l
)Φ = 0 (l ∈ L)

の解である. ただし、α0 = −mとする.

この解の被積分関数を定数倍した次の関数

φτ (α, z) := (
τ

1− τ
)
∑

a∈A
αa|a−a(0)| ∏

a∈A

((a− a(0))!)αaϕτ (α, z).

に対して、
∫
φτ (α, z)dtも上の微分方程式系の解となる. 次の定理がこの講演における主

結果である.

Theorem 2.9 τ → 0としたとき、

φτ (α, z) → b−m
0 exp(

∑
l∈L

αlθl(b
′)) = ϕ(α, z, t)

が成り立つ.

Remark 2.10 Example 2.2の場合で考えると Theorem 2.9は青本-Gelfand系の解から

一般 Airy関数への直接的な合流操作を表している.
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