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Abstract. 「十分大きい自然数は平方数であるか素数と平方数の和であろう」とい
う Hardy-Littlewood の予想がある. この問題に関して, 自然数 N を素数と平方数
の和で書き表す表し方の個数の短区間 X ≤ N ≤ X + H 上での平均を考える. 最
近, Languasco and Zaccagnini (2016) は大体 X0.5 ≤ H ≤ X1−ε の下で, この平
均の漸近式を得た. この成立範囲を X0.337 ≤ H ≤ X1−ε にまで広げることに成功
したので報告する.

1. 序

1923年, Hardy-Littlewood [3, Hypothesis H]は
「十分大きい自然数は平方数であるか素数と平方数の和でかけるであろう」

と予想した. この予想は今日 “Hardy-Littlewood予想”と呼ぶもののひとつであるが,
やはり未解決である. この問題に対して, 表現関数

R(N) =
∑

m+n2=N

Λ(m)

を考える. ただしここで

Λ(m) =

{
log p (m = pk が素べきのとき),

0 (それ以外),

は von Mangoldt関数である. すると, 形式的に circle methodを用いることで,

(1) R(N) = S2(N)N
1
2 + (Error), N → ∞, N ̸=M2

という漸近式の成立が予想できる. ただしここで特異級数S2(N)は

S2(N) =
∏
p>2

(
1− (N/p)

p− 1

)
,

(
N

p

)
: Legendre記号

で与えられる. 漸近式 (1)自体を示すのは現在の技術では非常に難しいように思え
るが, 実は平均的には漸近式 (1)が成立するということが知られている. この結果は
Miech [9]による：
Theorem A (Miech [9]). 実数X,A ≥ 2に対して, 漸近式

R(N) = S2(N)N
1
2 +O(N

1
2 (logN)−A)

が高々≪ XL−A 個の例外を除きすべての自然数 N ≤ X に対して成立する. ただし
以後, L = logX とし, implicit constantsは定数 Aのみに依存する.

さて, この問題を短区間
X < N ≤ X +H

で考えよう. すると, Miechの結果は短区間の場合でもおおよそ X
1
2 ≤ H ≤ X であ

れば成立することが三河 [10]や Perelli and Pintz [12]によって示されている.



Theorem B (三河 [10], Perelli and Pintz [12]). 実数 X,H,A ≥ 2と ε > 0に対
して,

(2) X
1
2+ε ≤ H ≤ X

ならば, 漸近式
R(N) = S2(N)N

1
2 +O(N

1
2 (logN)−A)

が高々≪ HL−A 個の例外を除きすべての自然数 X < N ≤ X +H に対して成立す
る. ただし implicit constantsは定数 A, εのみに依存する.

上記 Theorem Bで必要とされる条件 (2)は現在でも改善されていない. 実は, 他
の類似した加法的問題たちに対しても同様の現象が見られている. 例えば, 素数と k
乗数の和に対する問題では条件

H1− 1
k+ε ≤ H ≤ X

が今のところ最良の記録 (Perelli and Zaccagnini [13])であるし, 素数と素数の k 乗
数の和に対しても同じ条件のもとでしか結果が得られていない (筆者 [15]).
これら Theorem Bに類する結果は

(3)
∑

X<N≤X+H

∣∣∣R(N)−S2(N)N
1
2

∣∣∣2
というような L2平均を考えることで得られている. そこで R(N)に関する他の形の
平均を考えることで, 範囲 (2)より広い範囲で結果が得られないか試みてみたい. こ
れはすでに Languasco and Zaccagnini [7, 8]により実行されている. Languascoと
Zaccagniniが考えたのは, そのままの R(N)の平均値

(4)
∑

X<N≤X+H

R(N)

である. 上記 L2平均 (3)と比べて, 平均 (4)は絶対値をつけずに平均を取っているた
めに, 各項ごとの打ち消し合いが生じ, 多少扱いやすくなっているのではないかと推
測される. 以後, ε > 0を正の定数とし, ある正の定数 C(ε) > 0によって

B = exp

(
C

(
logX

log logX

) 1
3

)
とおくことにする. Languasco and Zaccagnini [7]の結果は次である：

Theorem C (Languasco and Zaccagnini [7]). 実数X,H ≥ 2に対して, 条件

(5) X
1
2B−1 ≤ H ≤ X1−ε

の下,

(6)
∑

X<N≤X+H

R(N) = HX
1
2 +O(HX

1
2B−1)

が成り立つ.

つまり, 彼らは条件 (2)に現れる限界 X
1
2 を B−1 程度乗り越えることに成功してい

るのである. 注意であるが, 条件 (5)のうちH ≤ X1−ε の役割は∑
X<N≤X+H

N
1
2 = HX

1
2 +O(HX

1
2−ε)

という近似に依拠する主張や証明の簡易化であり, 本質的に必要な条件ではない.



本稿では, Languascoと Zaccagniniの試みを更に推し進め, 限界 X
1
2 をより大き

く乗り越えられることを示したい. 得られた結果は次である：

Main Theorem. 漸近式 (6)は条件
Xθ+ε ≤ H ≤ X1−ε

のもと成立する. ただしここで定数 θは

θ =
32− 4

√
15

49
= 0.33689 . . .

で与えられる.

つまり, 平均 (4)を考えるならば, Languascoと Zaccagniniの (5)を更に超えてX
のべき分H の範囲を広げることが出来るのである. Languasco and Zaccagnini [7] で
は circle methodを用いて Theorem C を得ているが, ここでは短区間中の素数定理
を得る際に用いるような, 明示公式に零点密度定理を用いる直接的な方法を取ること
にする. 短区間中の素数定理については, 例えば [5, Theorem 10.5]の証明を見よ. 以
下では, Main Theoremの証明のスケッチを行う.

2. 明示公式

まず, 目標の和 (4)に対する明示公式の導出を行う. 最初に∑
X<N≤X+H

R(N) =
∑

X<m+n2≤X+H

Λ(m)

に注意して,

(7)
∑

X<N≤X+H

R(N) =
∑

n2≤X

∑
X−n2<m≤X+H−n2

Λ(m) +O(HX
1
2−ε)

と下準備をしておく.
すると, 問題となるのはパラメターX ≤ Q ≤ X +H に対して∑

n2≤X

ψ(Q− n2)

というような和の評価である. ただしここで

ψ(x) =
∑
n≤x

Λ(n)

とした. そこで von Mangoldtの明示公式 [11, Theorem 12.5]

ψ(x) = x−
∑
|γ|≤T

xρ

ρ
+O(XT−1L2), 1 ≤ T ≤ X, 0 ≤ x ≤ X

を用いる. ただしここで ρ = β + iγ は Riemann zeta関数 ζ(s) の非自明な零点を重
複度も込め渡るものとする. すると,

(8)
∑

n2≤X

ψ(Q− n2) = S(Q)−
∑
|γ|≤T

Sρ(Q) +O(HX
1
2−

ε
2 +X

3
2T−1L2),

ただし

(9) Sρ(Q) =
1

ρ

∑
n2≤Q

(Q− n2)ρ, S(Q) = S1(Q)



を得る. 従って, (7)に (8)を代入することで

(10)

∑
X<N≤X+H

R(N) = HX
1
2 −

∑
|γ|≤T

{Sρ(X +H)− Sρ(X)}+O(E),

E = HX
1
2−

ε
2 +X

3
2T−1L2

を得る.
さて, さらに oscillating sum

Sρ(Q) =
1

ρ

∑
n2≤Q

(Q− n2)ρ

の評価を行いたい. この評価には Poisson和公式を用いる. すると,

(11) Sρ(Q) =

√
π

2

Γ(ρ)

Γ(ρ+ 3
2 )
Qρ+ 1

2 − Qρ

2ρ
+Rρ(Q) +O(L),

ただし

Rρ(Q) := − 1

2πi

∑
n ̸=0

n−1In(Q, ρ), In(Q, ρ) =

∫ Q−1

0

(Q− u)ρ−1e2πin
√
udu

を得る. ここで積分 In(Q, ρ)の評価に指数積分の標準的技法を用いれば,

(12) Sρ(Q) =

√
π

2

Γ(ρ)

Γ(ρ+ 3
2 )
Qρ+ 1

2 +O

(
XβL2

|γ| 12
+ L

)
を得ることが出来る.
さて, パラメター U ≤ min(T,X

5
12−ε) をとろう. そうして等式 (10)の右辺の零点

に渡る和において U < |γ| ≤ T のときのみ (12)を代入することで, 明示公式

(13)
∑

X<N≤X+H

R(N) = HX
1
2 +R1 +R2 +O(R3) +O(E),

ただし

R1 = −
∑

|γ|≤U

{Sρ(X +H)− Sρ(X)} ,

R2 = −
√
π

2

∑
U<|γ|≤T

Γ(ρ)

Γ(ρ+ 3
2 )

{
(X +H)ρ+

1
2 −Xρ+ 1

2

}
, R3 =

∑
U<|γ|≤T

XβL2

|γ| 12
,

E = HX
1
2−

ε
2 + (X

3
2T−1 + T )L2

を得る.

Remark 1. ここでパラメターUは短区間中の素数定理を証明する際の von Mangoldt
明示公式のパラメター T におおよそ対応している. 特に, U ≤ X

5
12−ε という条件は

Huxleyの零点密度定理 [4] により要請されている. 尚, このパラメターを導入せずと
も, 展開 (12)の代わりに

Sρ(X +H)− Sρ(X)

の展開を考えて誤差項を慎重に評価すれば, 虚部の小さい零点を特別扱いする必要は
ないと思われる. ここでは oscillating sumの評価を簡単にするため, パラメター U を
導入する方法を取った.



3. 零点密度定理

さて, 前節で得た明示公式 (13) に現れる和 R1, R2, R3 を評価したい. このために
は, Huxley-Inghamの零点密度定理 [4]

(14) N(α, T ) =
∑
ρ

|γ|≤T
α≤β≤1

1 ≪ T c(α)LA, c(α) =


12
5 (1− α) (if 3

4 ≤ α ≤ 1),

3(1−α)
2−α (if 1

2 ≤ α ≤ 3
4 )

および Korobov-Vinogradovの非消滅領域 [5, Theorem 8.29]

max
|γ|≤X

Reρ ≤ 1−D(logX)−
2
3 (log logX)−

1
3 ,

を用いる. ただし (14)の成立範囲は 1
2 ≤ α ≤ 1であり, A,Dは正の定数である.

まず, 和 R1 についてであるが,

Sρ(X +H)− Sρ(X) =
1

ρ

∑
n2≤X−H

{
(X +H − n2)ρ − (X − n2)ρ

}
+O

(
HX

1
2−ε

|γ|

)

≪
∑

n2≤X−H

∫ X+H−n2

X−n2

uβ−1du+HX
1
2−ε|γ|−1

≪ H
∑

n2≤X−H

(X − n2)β−1 +HX
1
2−ε|γ|−1

≪ HXβ− 1
2 +HX

1
2−ε|γ|−1

を得るので,

R1 ≪ HX
1
2

∑
|γ|≤U

Xβ−1 +HX
1
2−

ε
2

と評価できる. ここで零点密度定理 (14)を用いれば

R1 ≪ HX
1
2B−1

が条件 U ≤ X
5
12−ε の下で成立することを示すことが出来る.

同様に R2 についても, U < |γ| ≤ X/H なる部分の寄与は{
(X +H)ρ+

1
2 −Xρ+ 1

2

}
=

∫ X+H

X

uρ−
1
2 du≪ HXβ− 1

2

に注意すれば, 零点密度定理 (14)を用いて

≪ H
∑

U<|γ|≤X/H

Xβ− 1
2

|γ| 12
≪ HX

1
2B−1

と評価できる. 一方X/H < |γ| ≤ T なる部分の寄与は直接

≪
∑

X/H<|γ|≤T

Xβ+ 1
2

|γ| 32

としてしまえば, 最終的には U < |γ| ≤ X/H の部分の寄与の評価に帰着できる.
最後に和 R3 であるが, 本質的に

K− 1
2

∑
K<|γ|≤2K

Xβ



というような量を U < K ≤ T の範囲で評価すればよい. 基本的には R2, R3 と同様
に評価するが, 計算を簡易的にするためにパラメター 0 < s < 1を用いて T = Xsと
おいておく. すると, 零点密度定理 (14)を用いて,

R3 ≪ (X
5
2 s+2(1−

√
3s) + U− 1

2X)LA

を得ることができる.

Remark 2. この評価で X
5
2 s+2(1−

√
3s) という項は R1, R2 の評価と比べ異質である

が, Inghamの零点密度定理

N(α, T ) ≪ T
3(1−α)
2−α LA

に現れる有理関数
3(1− α)

2− α

を含むような方程式の解として指数 5
2s+2(1−

√
3s)が生じているというだけである.

4. Main Theoremの証明

さて, 前節で得られた R1, R2, R3 の評価を明示公式 (13)に代入すれば,∑
X<N≤X+H

R(N) = HX
1
2 + E,

E ≪ HX
1
2B−1 + (X

5
2 s+2(1−

√
3s) +X

3
2−s + U− 1

2X)LA

を条件 U ≤ U
5
12−ε の下で得る. パラメター 0 < s < 1つまりパラメター T = Xs を

釣り合わせの条件
5

2
s+ 2(1−

√
3s) =

3

2
− s

によって

s =
17 + 4

√
15

49

と選ぶ. さらに U = X
1
3 と選べば,

E ≪ HX
1
2B−1 +Xθ+ 1

2LA ≪ HX
1
2B−1

を条件Xθ+ε ≤ H ≤ X1−ε の下で得ることができ, Main Theoremを得る.

Remark 3. さらなる改善を目指すとき, ひとまずの目標は θ = 1
3 となると思われる

が, 筆者はこの改善に成功していない. この値 θ = 1
3 は零点密度予想

N(α, T ) ≪ T 2(1−α)LA,
1

2
≤ α ≤ 1

ないしは Riemann予想を仮定して本稿の手法を適用することで得ることができる.
しかし不思議なことに, Languascoと Zaccagnini [7]の circle methodによる方法は
Riemann予想を仮定した場合は θ = 1

4 を与えていて, 本稿の方法より良い結果を出す.
恐らく Languascoと Zaccagniniの方法では, Gallagherの補題 [1, Lemma 1]を通し
て Fourier解析的な打ち消し合いを上手く検出できている一方で, 本稿の oscillating
sum (9)に類する打ち消し合いを検出できていないのであろうと推測される.
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