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M. KanekoとH. Tsumuraは多重ゼータ関数

η(k1, . . . , kr; s) :=
1

Γ(s)

∫ ∞

0

Lik1,...,kr(1− et)

1− et
ts−1dt (Re(s) > 1− r)

を定義した ([2]). これは, Arakawa-Kanekoの多重ゼータ関数

ξ(k1, . . . , kr; s) :=
1

Γ(s)

∫ ∞

0

Lik1,...,kr(1− e−t)

et − 1
ts−1dt (Re(s) > 0)

([1])の ‘双子の兄弟’と呼ばれている. ただし, k1, . . . , kr を正の整数, sを複素変数, そして,

Lik1,...,kr(z) をmultiple polylogarithm

Lik1,...,kr(z) :=
∑

0<n1<···<nr

znr

n1
k1 · · ·nr

kr
(|z| < 1)

とする. 多重ゼータ関数 η(k1, . . . , kr; s)および ξ(k1, . . . , kr; s)は複素全平面に整関数として
解析接続される.

KanekoとTsumuraは, これらのゼータ関数の特殊値と多重ゼータ値および多重ゼータス
ター値の間の線形関係式が存在することを示した. ただし, 多重ゼータ値 ζ(k1, . . . , kn)およ
び多重ゼータスター値 ζ⋆(k1, . . . , kn)は, 正の整数 k1, . . . , krに対して,

ζ(k) = ζ(k1, . . . , kn) :=
∑

0<n1<···<nr

1

n1
k1 · · ·nr

kr
(kr > 1)

および

ζ⋆(k) = ζ⋆(k1, . . . , kn) :=
∑

0<n1≤···≤nr

1

n1
k1 · · ·nr

kr
(kr > 1)

でそれぞれ定義されるものである. 任意のインデックス k = (k1, . . . , kr)に対して, kの
weightおよび depthをそれぞれ, |k| = k1 + · · ·+ kr, d(k) = rで定義する.

[2]の中で示されたある定理を紹介するために, 記法を定めておく. 任意のインデックス
k = (k1, . . . , kr)に対して, k+ := (k1, . . . , kr−1, kr + 1)とおく. インデックス kの双対イン
デックスを k′で表す (cf. [3]). depthが等しい二つのインデックス k, j = (j1, . . . , jr)に対し
て, k+ jをインデックス

k+ j := (k1 + j1, . . . , kr + jr),

そして, b(k; j)を

b(k; j) :=

r∏
i=1

(
ki + ji − 1

ji

)
.



とおく.

Kanekoと Tsumuraは [2]の中で, 次の定理を示した.

定理 1. ([2]) 任意のインデックス k = (k1, . . . , kr)と任意の正の整数mに対して,

η(k;m) = (−1)r−1
∑

|j|=m−1,d(j)=n

b((k+)
′; j)ζ⋆((k+)

′ + j)

および
ξ(k;m) =

∑
|j|=m−1,d(j)=n

b((k+)
′; j)ζ((k+)

′ + j)

が成り立つ. ただし, 和は weightがm − 1であり, かつ, depthが n = d((k+)
′)であるイン

デックス jすべてをわたる.

また, [2]を踏まえて書かれた [4]の中で, Yamamotoは次の定理を証明した.

定理 2. ([4]) 任意の正の整数 k,mに対して,

η(k;m) = η(m; k)

が成り立つ.

今回, これらの定理に再証明を与えた. 再証明に用いた補題を述べるために, Yamamoto[3]

によって導入された 2-posetとそれに付随する積分表示について述べる.

定義 1. 2-poset X = (X, δX)を poset X と labeling map δX : X → {0, 1}の組とする.

2-poset X が admissibleであるとは, X のすべての極大元 xに対して δX(x) = 0かつ, X の
すべての極小元 xに対して δX(x) = 1となることとする.

定義 2. admissible 2-poset X に付随する積分を

I(X) =

∫
∆(X)

∏
x∈X

ωδX(x)(tx)

で定義する. ただし,

∆(X) = {(tx)x ∈ [0, 1]X |tx < ty if x < y}

かつ,

ω0(t) =
dt

t
, ω1(t) =

dt

1− t

とする.

2-posetの admissible性は, それに付随する積分の収束性に対応している. また, 2-poset

を表すために, 頂点 ◦, •がそれぞれ δX(x) = 0, 1に対応しているHasse図を用いる.

定理の再証明には次の補題を用いた.



補題 1. 任意のインデックス k = (k1, . . . , kr)と任意の正の整数mに対して,

η(k;m) = (−1)r−1
∑

⊙∈{◦,•}

I
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および

ξ(k;m) = I
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.

が成り立つ. ただし, 和は⊙をそれぞれ独立に ◦又は •に置き換えて得られる 2-poset全て
をわたる.

[2],[4]では, η(k;m)および ξ(k;m)の定義式から, 解析的あるいは母関数の計算によって
定理 1, 定理 2を導いたが, 今回の研究では, 上述の補題と 2-posetに付随する積分の双対性を
用いて, より簡潔な証明を与えた. この研究は, 大野泰生氏 (東北大学)との共同研究である.
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