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概要

近年，対象までの距離に依存して働きをかえる空間大域的に影響を及ぼす相互作

用の存在が報告され，合成積つきの発展方程式が提案されている．この合成積の積分

核の形によって，発展方程式の解が不安定化することが報告されているが，積分核の

形と解の不安定化の関係は不明であった．本テクニカルレポートでは，合成積つき

の発展方程式を反応拡散系で近似することで，両者の関係を説明した結果を紹介す

るとともに，与えられた積分核から，反応拡散系の係数を決定する手法を提案する．

1 はじめに

1.1 積分相互作用と先行研究

魚の表皮の色素細胞に，対象までの距離に依存して働きをかえる相互作用の存在が実験

的に報告された [8, 11]．このような相互作用は空間大域的に影響を及ぼすため，適当な積

分核との合成積で数式化され，発展方程式がいくつか提案されている．この合成積による

相互作用（積分相互作用と呼ぶことにする）は脳の神経の発火現象 [1]や，生物の生物分

散現象 [7]の数理モデルに応用されており，この積分項付きの発展方程式（非局所発展方

程式と呼ぶことにする）は，近年盛んに解析がなされている．特に [11]で，魚の表皮の色

素細胞には，活性化作用が局所的でありながら，抑制化作用が大域的である相互作用の存

在が生物実験的に報告された. この相互作用は図 1の上方にある関数で記述され，形状か

ら「メキシカンハット」と呼ばれる．

代表的な非局所発展方程式の一つに，脳の発火現象を記述する以下の非局所発展方程式

がある [1]：

τ
∂u
∂ t

=−u+
∫
R

w(x− y)H(u(y, t))dy+ s(x, t).

ここで，u(x, t)は時刻 t における場所 xの神経の膜電位であり，τ > 0は定数，w(x)は積

分核で，sは外部刺激で，H はヘビサイド関数である．[1]では，w(x)にメキシカンハッ

トの関数を導入して，方程式の解の定性的な振る舞いを解析している．この方程式を二次

元平面上で数値的に解くと，解としてスポット解やストライプ解が得られることが知られ



ている [9, 10]．

また，反応拡散系の拡張として，次のような生物分散現象の数理モデルが近年よく解析

されている [7]:
ut =

∫
k(x− y)u(y, t)dy−bu+ f (u). (1)

ここで，u = u(x, t)はある生物の個体数密度，k(x)は正の値の積分核，b > 0は定数，f は

uの非線形関数である．積分核 kと uの合成積によって，遠くまで移動できる離散的な拡

散を表している．(1)の方程式の導出は，[7]によってなされ，定常解の存在や安定性，さ

らに進行波解の存在が [2, 3, 4]に報告されている．

また，非局所的な飽和効果を再現する数理モデルとして，以下の方程式がある [5]：

ut −∆u = µu(1− k ∗u) .

ここで，k(x)は正の積分核で，k ∗uは合成積，µ は定数である．Berestycki等は，[5]で

定常解の存在と，進行波解の存在を示している．

最近では，[8]によって，以下の非局所発展方程式が提案された：

ut = f (J ∗u;U)−bu.

ここで，J はメキシカンハットやそれ以外の形状の積分核を含み，関数 f は濃度の正値性

と飽和効果をあらわす関数で，

f (x;U) =


0, (x < 0),
x, (0 < x <U),

U, (U < x)

である．この非局所発展方程式では，積分核の形によって，動物や魚の表皮に観察される

ストライプやスポット，迷路パターン等様々なパターンが再現されることが報告されて

いる．

1.2 本研究の動機と主結果

上記で紹介したように，非局所発展方程式は，様々なパターンを再現することがわか

る．[10]では，積分核の形によって，非局所発展方程式の定数定常解が不安定化を起こす

ことが報告された．しかし，図 1のように，方程式の中で用いられている積分核の形状が

少し変わるだけで，解の形状がかわる数値計算例があり，このことから非局所発展方程

式の解の不安定化と積分核の形状の関係を調べる必要があった．このことを動機として，
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図 1 積分核の形を少し変えるだけで，解の形状がかわる数値計算例．(a)と (b)で積分
核の形以外，パラメーターは同じである．上の段が用いた積分核のグラフを表し，下の

段が t = 100まで計算した時の解のプロファイルとなっている．

我々は，[12] で，1 次元周期境界条件 T 上で, 積分相互作用つきの発展方程式を提案し，

反応拡散系に近似することで，非局所発展方程式と反応拡散系の関係を数学的に明らかに

した. u = u(x, t)を理論的な濃度とし，以下の非局所発展方程式を調べた：{
ut = duuxx +g(u,J ∗u), in T×{t > 0},
u(x,0) = u0(x), on T. (2)

ここで，T= [−L,L]で周期境界条件を課し，J ∈Cper(T) = {u ∈C(R) | u(x) = u(x+2L)}
は積分核で，J ∗u =

∫
T J(x−y)u(y, t)dyであり，J の典型例はガウス核や，メキシカンハッ

トである．関数 gは，R2 から Rへの C1 級関数とし，以下を満たすと仮定する．

f (u) = g(u,0), g(0,0) = g(1,0) = 0, gu(1,0)< 0, gv(1,0)> 0,(A1)

g(u,v)u ≤−g0|u|p+1 +g1|u2v|+g2|uv|+g3|u2|,(A2) ∣∣∣gu(u,v)+g0 p|u|p−1
∣∣∣≤ g4|v|+g5,(A3)

|gv(u,v)| ≤ g6|u|+g7,(A4)
p ≥ 3 or g1 = g6 = 0 if 2 ≤ p < 3.(A5)



ここで，g0 は正定数で，g1, · · · ,g7 と p ≥ 2 は非負定数である．典型的な関数 g の例は，

以下のような関数である：

f (u) = au(1−u2), g(u,v) = uv+au(1−u2), (3)
f (u) = au(1−u), g(u,v) = v+au(1−|u|). (4)

ここで，a > 0は定数である（詳しくは [12]）．vが J ∗uに対応するので，上記の定義 (3)

では，積分相互作用 J ∗uが uの成長率の働きをしている．この非局所的な成長率の効果

は以下のように理解することができる．簡単のため，J がメキシカンハットの場合を説明

する．まず J ∗uは合成積なので，解 uを積分して初めて，点 xでの濃度の成長率の増減

が決まる．つまり，ある点 xでの成長率は，u ≥ 0であることを合わせると，その点 xの

近傍では uの大きさに比例して増加する効果と，点 xの遠方では uの大きさに比例して減

少する効果を合わせた量が成長率になっている．一方 (4)では，vに関して線形であるの

で，(1)と同様に積分項が濃度の分散の効果を表している．

この非局所発展方程式の解を近似するために，補助的な活性因子と抑制因子 v j =

v j(x, t), ( j = 0, · · · ,M)を導入して，以下の反応拡散系を提案した：
ut = duuxx +g(u,

M

∑
j=0

α jv j),

v j,t =
1
ε
(d jv j,xx +µu− v j) .

x ∈ T, t > 0 (5)

ここで，d j > 0は拡散係数，µ > 0,α j は定数，0 < ε ≪ 1である. 形式的に，ε →+0とす

れば，v j は定常解に収束し，つまり，0 = d jv j,xx − v j +uを満たすことが予想される．こ

の方程式は，周期境界条件下での d jv j,xx − v j +u = 0の Green関数

kd(x) :=
1

2
√

d sinh L√
d

cosh
L−|x|√

d

を用いて，解くことができて，
v j = µkd j ∗u

となる．この解 kd j ∗uを (5)に代入すれば，J = µ ∑M
j=0 α jkd j となる非局所発展方程式が

得られる．実際，{d j,α j}M
j=0 をうまくとれば，任意の連続偶関数 J ∈Cper(T)をもつ非局

所発展方程式の解も，ε → 0とすることで反応拡散系 (5)によって解が近似できることを

示した．我々の結果は以下の通りである：



Theorem 1.1 ([12]の主定理). 任意の連続偶関数 J ∈Cper(T)と任意の定数 T > 0，小さな

正数 ε > 0に対し，ある自然数 M と定数 {d j,α j}M
j=0 が存在し，(2)の解 uと，(5)の解 ũ

は
sup

t∈[0,T ]
∥u(·, t)− ũ(·, t)∥Cper(T) ≤ ε

を満たす．

証明はWeierstrassの定理と数学的帰納法，エネルギー法による．

この定理から，任意の積分核をもつ非局所発展方程式が反応拡散系で近似されること

が示された．しかしながら，近似できるパラメーター {d j,α j}M
j=0 が存在することを示し

ただけで，具体的に，{α j}M
j=0 を求める方法が構築できなかった．このことを受けて，本

講演では，「与えられた積分核 J に対して {α j}M
j=0 を決定する方法」を考察する．もし，

{α j}M
j=0 を求める方法が分かれば，与えられた積分核に対して，具体的に (RDε )を求める

ことができる．これにより，非局所発展方程式の解の近似解が求められることになるの

で，すでに多くの結果が知られた反応拡散系の枠組みで近似解を詳細に調べることで，非

局所発展方程式の解の挙動を予想することができる．そこで我々は，R上で非局所発展方
程式を反応拡散系で近似するために，Gram-Schmidtの直交化法を用いて，{α j}M

j=0 を具

体的に求めた．

2 1次元 Euclid空間上での非局所発展方程式と反応拡散系

非局所発展方程式と反応拡散系の関係を調べるために，以下の発展方程式を解析する：{
ut = duuxx +g(u,J ∗u), in R×{t > 0},
u(x,0) = u0(x), on R.(P)

ここで，J ∈ L1(R)∩BC(R)は積分核で，J ∗u =
∫
R J(x−y)u(y, t)dyで，gは R2 から Rへ

のC1 関数で，(A1)から (A5)を満たす．

次に，問題 (P)を近似するために，補助因子 v j = v j(x, t), ( j = 0, · · · ,M)を導入し，(5)

の R上の反応拡散系を考える：
ut = duuxx +g(u,

M

∑
j=0

α jv j),

v j,t =
1
ε
(d jv j,xx +µu− v j) .

in R×{t > 0},(RDε )

ここで，R上での 0 = d jv j,xx − v j +uの解 v j(x, t) = (kd
j ∗u)(x, t)はフーリエ変換を用いて



求めることができ，このとき kd(x)は以下で与えられる：

kd(x) =
1

2
√

d
e−

1√
d
|x|
.

3 主結果

kd j の線形結合 ∑M
j=0 α jkd j で J を近似することを考える．一般性を失わずに µ = 1とで

きる．kd j は偶関数なので，半空間 [0,∞]での近似を考えればよい．

d j =
1
j2 , ( j = 1, · · · ,M)

とおく．d0 に関しては，十分大きい数と定義する．すると，kd j は以下のように計算さ

れる，

kd j(x) =
j
2

e− j|x|.

ここで，e− jx の線形結合を考える前に，y = e−x により変数変換をおこない，yに関する

多項式に対して Gram-Schmidtの直交化法を用いる．yの k次直交多項式を Pk(y)とする．

[0,∞]上で，以下の内積を与える∫ ∞

0
P(e−x)Q(e−x)e−2xdx =

∫ 1

0
P(y)Q(y)ydy.

この内積を用いて，Gram-Schmidtの直交化法を用いると∫ 1

0
Pk(y)Pl(y)ydy = δk,l

となる直交多項式を構築することができる．実際，

P0(y) =
√

2,
P1(y) = 2(3y−2),

P2(y) =
√

6(10y2 −12y+3),

P3(y) = 2
√

2(35y3 −60y2 +30y−4),
...

と求めることができる．[6]の定義に従い，重み関数が (1−x)α(1+x)β である区間 [−1,1]

の Jacobi多項式を Q(α,β )
k (y)とすると，この多項式は，Pk(y) =

√
2(k+1)Q(1,0)

k (1−2y)に



なっており，漸化式は知られている．Pk(y)は yの k次多項式であるから，係数 p0,k, · · · , pk,k

が存在し，

Pk(y) =
k

∑
j=0

p j,ky j

と書くことができる．もし，limx→∞ exJ(x)が存在して，

lim
x→∞

exJ(x)< ∞ (6)

ならば，

K(y) :=
J(− logy)

y
(7)

は [0,1]上で連続である．ここで，

qk :=
∫ ∞

0
J(x)Pk(e−x)e−xdx =

∫ 1

0
J(− logy)Pk(y)dy =

∫ 1

0
K(y)Pk(y)y dy (k = 0,1, · · ·).

(8)

とおく．これは，もし K(y) = ∑k
j=0 a jPj(y)で 0 ≤ k ≤ ℓならば

qk =
∫ 1

0

ℓ

∑
j=0

a jPj(y)Pk(y)ydy = ak

が成り立つことを意味する．

Theorem 3.1. 積分核 J は偶関数で，(6)を満たすとする．任意の正の小さな数 ε に対し，
ある正の整数 kが存在して，∥∥∥J(x)−

k

∑
j=0

q jPj(e−|x|)e−|x|
∥∥∥

L2(R)
≤ ε

が成立する．ここで qk は (8)によって定義される．

Proof. (7)で定めた K は [0,1]上連続なので，Weirestrassの多項式近似の定理を使えば，

K は多項式で近似される．つまり，ある正整数 kと定数 a0, · · ·ak があって，

sup
0≤y≤1

|K(y)−
k

∑
j=0

a jPj(y)| ≤ ε (9)



を満たす．変数変換をすることで，

∫ ∞

0

∣∣∣J(x)− k

∑
j=0

q jPj(e−x)e−x
∣∣∣2dx =

∫ 1

0

∣∣∣J(− logy)−
k

∑
j=0

q jPj(y)y
∣∣∣2 dy

y

=
∫ 1

0

∣∣∣K(y)−
k

∑
j=0

q jPj(y)
∣∣∣2ydy

=
∫ 1

0

∣∣∣K(y)−
k

∑
j=0

a jPj(y)−
k

∑
j=0

(q j −a j)Pj(y)
∣∣∣2ydy

=
∫ 1

0

∣∣∣K(y)−
k

∑
j=0

a jPj(y)
∣∣∣2ydy−

k

∑
j=0

(q j −a j)
2

を得る．(9)を使えば，

∫ ∞

0

∣∣∣J(x)− k

∑
j=0

q jPj(e−x)e−x
∣∣∣2dx ≤ ε2

2
−

k

∑
j=0

(q j −a j)
2 ≤ ε2

2

となる．この不等式を用いれば，J(x)と e− j|x| が偶関数であることに注意すると，

∥∥∥J(x)−
k

∑
j=0

q jPj(e−|x|)e−|x|
∥∥∥

L2(R)
≤ ε

を得る．

この定理から，∑k
j=0 q jPj(e−|x|)e−|x| を e− j|x|, ( j = 1, · · · ,M)の順にまとめれば，

c j,k =
k

∑
i= j−1

p j−1,iqi

を用いて
k

∑
j=0

q jPj(e−|x|)e−|x| =
k+1

∑
j=1

c j,ke− j|x|

と表すことができる．したがって，(6)を満たす偶関数 J(x)を e− j|x| の線形結合で近似す

ることができ，近似する反応拡散系 (RDε )の係数は

α j =
2
j
c j,M−1, ( j = 1, · · · ,M)

によって決定される．
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(a) J1 と J̃5 のプロファイル (b) J2 と J̃20 のプロファイル

図 2 J1，J2 と J̃k のプロファイル．青色の実線がそれぞれ，J1 と J2 を表し，赤色の点

線が J̃k を表す．(a)は x ∈ [0,3]上の J1 と J̃5 のプロファイル，(b)は x ∈ [0,6]上の J2

と J̃20 のプロファイルを表す．

図 2 は，J̃k(x) := ∑k
j=0 q jPj(e−|x|)e−|x| を用いた偶関数に対する近似の数値計算例であ

る．J1 と J2 を以下のように定義する：

J1(x) = 3e−3x2
,

J2(x) = 4e−4|x|−8x2e−3|x|+
3x4

8
e−

3|x|
2 .

近似関数 J̃k のプロファイルが，J1，J2 のプロファイルに重なっていることがわかる．

4 まとめ

本テクニカルレポートでは，T上の非局所発展方程式の解が反応拡散系の解で近似でき
ることを紹介し，さらに R上の非局所発展方程式に関しては，Jacobiの多項式を用いて，

近似する反応拡散系の導出方法の一つを提案した．

[8, 11]に報告されているように，すでに出来上がったパターンから，積分核の定性的な

形を同定することが実験的に可能である．したがって，パターン形成の問題を実際に解析

したり，予測したりしたいときは，積分核の形状を導出して，その積分核による非局所発

展方程式を反応拡散系に近似することで，解析を進めることができる．

今後の課題として，R上の非局所発展方程式の反応拡散近似できることを示し，近似方
程式の解の安定性や現れるパターンの形状を調べる予定である．さらに，実際の実験系へ

の応用を念頭に，反応拡散近似の理論を，高次元の場合に拡張することも考えている．
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