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概要

3次元ローレンツ・ミンコフスキー空間 L3 内の時間的極小曲面のガウス曲率の符号 (実および複素主曲

率の有無)が，曲面を構成する 2つのナル曲線の退化性と向きだけで決まることを証明した．さらに時間的

極小曲面のある種の特異点を許容するクラスを考えた場合，曲面の非退化な特異点のまわりでガウス曲率の

符号が正になるか負になるかは，特異点の近傍で曲面が波面と呼ばれる構造を有するか否かで決まることを

決定した．本講演の内容は論文 [1]に基づく．

1 導入

3次元ローレンツ・ミンコフスキー空間 L3 内の時間的（resp. 空間的）曲面とは，曲面への L3 からの誘導

計量がローレンツ計量，すなわち指数 1の非退化計量（resp. リーマン計量）を与えている曲面を指す．3次

元ユークリッド空間 E3 の曲面や L3 内の空間的曲面などのリーマン多様体の場合とは顕著に異なる L3 内の

時間的曲面の性質として，曲面の主曲率が常に実数の範囲内で取れるとは限らない，というものがある．これ

は曲面の主曲率を与える型作用素が常に実対角化可能ではないということに起因する．型作用素 S の対角化

可能性を決める固有方程式 λ2 − TrSλ+ detS = 0の判別式は，曲面のガウス曲率 K = detS および平均曲

率 H = TrS/2を用いて，4(H2 −K)と表される．本講演では，特に平均曲率 H が恒等的に零である場合を

扱う．本講演では，そのような曲面を平均曲率零曲面 (zero mean curvature surface)と呼ぶ．

3次元ユークリッド空間 E3 内の平均曲率零曲面は極小曲面 (minimal surface)と呼ばれる．極小曲面は

面積汎関数の臨界点を与える曲面であり，針金等で境界を固定したときにできる石鹸膜の数学的モデルとなっ

ている．L3 の空間的，時間的な平均曲率零曲面はそれぞれ極大曲面 (maximal surface)，時間的極小曲面

(timelike minimal surface)と呼ばれる．L3 内の時間的極小曲面は，常に面積汎関数の極小値も極大値も

与えない（臨界点を与える曲面ではある）が，1次元多様体で表される閉じた弦が時間方向に動いた場合にで

きる曲面が面積汎関数の臨界点となるように現れることから，世界面 (world sheet)と呼ばれる対象として現

れるという物理的な側面もある（[3, 8]やその参考文献を参照）．E3 内の極小曲面とは異なり，L3 内の平均曲

率零曲面は，しばしば階数 1の特異点を持つ．本講演では，時間的極小曲面を取り扱う．

時間的極小曲面に対して上記の型作用素の対角化可能性の問題を考えると，ガウス曲率 K の符号（凹凸な

どの曲面の形）を調べれば良いことがわかる．具体的には，K が正の点で複素の主曲率が取れ，負の点で実の

主曲率が取れる．ガウス曲率が零になる点は次節で述べるように二種類の “臍点”からなることがわかる．本

講演では，時間的極小曲面のガウス曲率の符号は曲面のどのような情報で決まるのか，また，特異点がある場
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合にはその近傍でガウス曲率はどのような振る舞いをするかといった問題について研究したことを述べる．

2 時間的極小曲面とナル曲線

この節では，3次元ローレンツ・ミンコフスキー空間内の微分幾何学について必要な用語を説明する．時間

的曲面については [19]が参考になる．

2.1 時間的曲面とその型作用素

3次元ローレンツ・ミンコフスキー空間 L3 とは，3次元実ベクトル空間 R3 に次のローレンツ計量を入れた

ものである：
⟨ , ⟩ = −(dx0)2 + (dx1)2 + (dx2)2．

ここで，R3 の標準座標系を (x0, x1, x2) としている．L3 内の零でないベクトル v は，その大き

さ ⟨v, v⟩ が正，負，または零のとき，それぞれ空間的 (spacelike)，時間的 (timelike)，または光

的 (lightlike) と呼ばれる．零ベクトルは空間的ベクトルとしておく．光的ベクトル全体の集合

Q2 :=
{
v = (v0, v1, v2) ∈ L3 | ⟨v, v⟩ = 0, v0 ̸= 0

}
は光錐と呼ばれる錐をなす．I を R の区間とする．

γ = γ(t) : I → L3 をナル曲線 (null curve)，つまり

⟨γ′, γ′⟩ = 0

を満たす正則曲線とする．Σ := Σ2 を連結で向き付けられた滑らかな 2次元多様体とし，曲面を与えるはめ込

み写像 f : Σ −→ L3 を考える．このとき，f が時間的 (resp. 空間的) であるとは，Σへの誘導計量，すなわ

ち第一基本形式 I = f∗⟨ , ⟩が指数 1の非退化計量 (resp. 正定値計量)を与える場合を指す．

時間的はめ込み f とその空間的な単位法ベクトル場 ν に対して， 型作用素 (shape operator) S と第二

基本形式 IIはそれぞれ次で定義される：

df(S(X)) = −∇Xν, II(X,Y ) = ⟨∇df(X)df(Y )− df(∇XY ), ν⟩

ここで，X と Y は Σ上の滑らかなベクトル場であり，∇および∇はそれぞれ Σ，L3 上のレヴィ・チビタ接

続である．平均曲率 H およびガウス曲率 K はそれぞれ H = TrS/2，K = detS で定義される．ガウス方程

式によって時間的曲面のガウス曲率はローレンツ多様体 (Σ, I)の断面曲率と一致していること，特に内在的な

量であることが分かる．

E3 内の曲面，L3 内の空間的曲面と L3 内の時間的曲面の間にある最も顕著な違いの一つは型作用素 S

の対角化可能性にある．型作用素 S は，ローレンツ計量 I に対して自己共役だが，その表現行列は一般に

対称行列にはならないため，型作用素は一般に実数体 R 上で対角化可能とは限らない．S の固有値のこ
とを主曲率と呼ぶが，時間的曲面に対しては，実曲面を考えているにも関わらず，主曲率は一般には複素

数になる場合もある．E3 内の曲面，L3 内の空間的曲面に対しては，型作用素 S は対称行列になるので実

対角化可能となり，実の主曲率 κ1，κ2 が取れる．従って型作用素 S の固有方程式の判別式 H2 − K は，
H2 −K = (κ1+κ2

2 )2 − κ1κ2 = (κ1−κ2

2 )2 ≥ 0を満たす．特に平均曲率 H が零である E3 の極小曲面や L3 の

極大曲面に対しては，K ≤ 0となることが分かる．曲面の第二基本形式 IIが第一基本形式 Iの定数倍になっ

ている曲面上の点を臍点 (umbilic point) と呼ぶが，E3 内の曲面や L3 内の空間的曲面に対して，臍点は

H2 −K = 0を満たす点であることが分かる．他方で，L3 内の時間的曲面に対しては，上述の理由から判別

式 H2 −K はいかなる実数値も取り得る．正確には，次のとおりである：



(i) 型作用素 S が R上で対角化可能な場合：H2 −K ≥ 0であり，H2 −K = 0を満たす点は臍点に限る．

(ii) 型作用素 S が複素数体 C上でのみ対角化可能な場合：H2 −K < 0．

(iii) 型作用素 S が C上でも対角化可能でない場合： H2 −K = 0．

(iii)の状況に対して，Clelland [5]は次の定義を導入した：

定義 2.1 ([5]). 時間的曲面上の点 pが擬臍点 (quasi-umbilic point)であるとは， 点 pにおける型作用素

S が Cにおいても対角化可能でない場合をいう．

本研究では，特に H = 0の時間的極小曲面の場合を扱っているので，型作用素の対角化可能性はガウス曲

率の符号を調べることで分かる．具体的には，K が負の点で実の主曲率が取れ，正の点で複素の主曲率が取

れる．ガウス曲率が零になる平坦点は上記の臍点と擬臍点からなる．

2.2 時間的極小曲面とナル曲線

時間的曲面 f : Σ −→ L3 の各点の近傍では，常に次のような特別な座標系の存在が知られている：

(i) ローレンツ等温座標系 (Lorentzian isothermal coordinate system) (x, y)：第一基本形式 Iが零

にならない関数 E を用いて，I = E(−dx2 + dy2)と書ける局所座標系．

(ii) ナル座標系 (null coordinate system) (u, v)：第一基本形式 I が零にならない関数 F を用いて

I = 2Fdudv と書ける，すなわち，座標曲線の f による像がナル曲線となる局所座標系．

さらに，ローレンツ等温座標系 (x, y)とナル座標系 (u, v)の間には常に次の一対一対応がある：

x =
u− v
2

, y =
u+ v

2
. (2.1)

ナル座標系 (u, v)では，平均曲率 H とはめ込み f の間には Hν = 2
F

∂2f
∂u∂v なる関係式があることから，任

意の時間的極小曲面はナル座標によって変数分離した次の表示を持つことが分かる．

事実 2.2 ([11]). φ(u)および ψ(v)を各点においてそれらの微分 φ′(u)および ψ′(v)が一次独立な L3 内のナ

ル曲線とする．このとき

f(u, v) =
φ(u) + ψ(v)

2
(2.2)

は時間的極小曲面を与える．逆に任意の時間的極小曲面は，局所的にはある２つのナル曲線 φ(u)および ψ(v)

が存在して，式 (2.2)を満たすように表される．

本講演では，2つのナル曲線の組の性質を明らかにすることによって時間的極小曲面のガウス曲率の挙動を

調べる．この節の残りでは，後に必要となるナル曲線に関する幾つかの用語を記す．

定義 2.3 (cf. [6, 13]). 点 t ∈ I において γ′, γ′′ が線形独立（resp. 一次従属）であるとき，ナル曲線

γ : I → L3 は t上で非退化である（resp. 退化している）という．I の各点で非退化なっているとき，非退化

ナル曲線と呼ぶ．

全ての点で退化しているナル曲線は光的な直線である．ナル曲線の非退化性は次のように特徴付けられる．

補題 2.4. ナル曲線 γ : I → L3 に対して，次は同値である．



(1) ナル曲線 γ が t ∈ I 上非退化である．
(2) det[γ′(t) γ′′(t) γ′′′(t)] ̸= 0．

(3) γ′′(t)が空間的である．

この補題により非退化ナル曲線に対して，次の量を定めることができる．

定義 2.5 ([4]，[18]). 非退化ナル曲線 γ に対し

⟨γ′′(s), γ′′(s)⟩ = 1

を満たすパラメータ s がとれる．sを擬弧長パラメータ (pseudo-arclength parameter)と呼ぶ．

定義 2.6. 非退化ナル曲線 γ に対して，det[γ′ γ′′ γ′′′]の符号をナル曲線の向き (orientation)と定める．

ナル曲線 γ の速度ベクトル場 γ′ は光錐 Q2 上にあるが，時間が進む（x0 座標が増加する）に連れて，反時

計回りに巻き付いて行くものを正の向き，時計回りに巻き付いていくものを負の向きと呼んでいる．

3 極小面とその表現公式

E3 内の極小曲面や L3 内の極大曲面においては，はめ込み写像から自然に誘導される複素構造を曲面の上

で考え，リーマン面として捉えることが有効であるが，L3 内の時間的極小曲面に対しては，しばしば次のパ

ラ複素構造と呼ばれる代数構造を考えることがある．この節では，パラ複素数について述べ，高橋 [15]が導入

した極小面の概念を紹介する．パラ複素数についての詳細は，[8, 10]やその参考文献を参照されたい．

3.1 パラ複素数と極小面

j2 = 1を満たす j を用いて，C′ = R1⊕Rj という形で書かれる可換代数 C′ をパラ複素数代数 (paracom-

plex algebra)と呼び，C′ の元をパラ複素数*1と呼ぶ．複素数の場合と同じように，パラ複素数 z = x+ jy

に対して，その実部と虚部を Re z := xおよび Im z := y で，共役を z̄ := x− jy で定義する．C′ は次のよう

に 2次元のローレンツ・ミンコフスキー平面 L2 = (R2, ⟨ , ⟩L2 = −dx2 + dy2)と同一視される：

C′ ∋ z = x+ jy ←→ z = (x, y) ∈ L2

この同一視の下で L2 のローレンツ内積 ⟨z1, z2⟩L2 は，−Re (z̄1z2)と同一視され，特に ⟨z, z⟩L2 = −zz̄ と書
ける．次にパラ・リーマン面の定義を与える．Σ = Σ2 を向き付けられた 2次元多様体とする．Σ上の (1, 1)-

テンソル場 J は，J2 = idTΣ を満たし，各接平面 TΣを 1次元の ±1固有空間に分けるとき，Σ上の概パラ複
素構造 (almost paracomplex structure)と呼ばれる．このとき，J は常に可積分である，すなわち，任

意の点の近傍に対して，Σの向きに同調した座標近傍系 (U ;u, v)が存在して，次を満たす：

J(
∂

∂u
) =

∂

∂u
, J(

∂

∂v
) = − ∂

∂v
.

上記の座標近傍系 (U ;u, v) もナル座標系と呼び，さらに組 (Σ, J) をパラ・リーマン面 (para-Riemann

surface)と呼ぶ．パラ・リーマン面 (M,J)，(N, J ′)間の写像 φがパラ正則であるとは， dφ ◦ J = J ′ ◦ dφ
を満たすことをいう．パラ正則関数は局所的には次のように表すことができる：

*1 パラ複素数は，split-complex numberや Lorentz numberなどとも呼ばれる．



事実 3.1 ([15]). D ⊂ (C′; z = x+ jy = u−v
2 + j u+v2 )を領域とする．滑らかな関数 φ = φ1 + jφ2 : D → C′

がパラ正則であることと，2つの一変数関数 f = f(u)，g = g(v)が存在して φ(z) = f(u)+g(v)
2 + j f(u)−g(v)2

を満たすことは同値である.

高橋 [15]は，ある種の特異点を許容する時間的極小曲面のクラスとして次を導入した：

定義 3.2 ([15]). パラ・リーマン面 (Σ, J)に対して，滑らかな写像 f : Σ→ L3 が極小面 (minface)である

とは，次を満たす場合をいう：

(1) Σの開かつ稠密な部分集合W が存在して，f のW 上への制限は時間的な共形極小はめ込みになる．

(2) 任意のナル座標系 (U ;u, v)上で fu および fv がどの点でも零にならない．

導入で述べたように，空間的な平均曲率零曲面のことを極大曲面 (maxmal surface)と呼ぶ．梅原-山田は，

[17]にて，階数 1の特異点のみを許容する極大曲面のクラスとして極大面 (maxface)と呼ばれるクラスを導

入した．定義の条件 (2)から，極小面も特異点の階数が 1であることを要請している．

3.2 パラ正則ワイエルシュトラスの表現公式とその実型

E3 における極小曲面論では，任意の単連結な極小曲面*2はあるリーマン面 Σ とその上の正則微分 1-形

式 ω，有理型関数 g の 3 つ組 (Σ, ω, g) を用いて書くことができる，というワイエルシュトラスの表現公式

(Weierstrass representation formula) と呼ばれる定理が知られている．極小面に対してもそのような

表現公式が成り立つことを主張するのが次の事実である：

事実 3.3 (局所版パラ正則ワイエルシュトラスの表現公式 [15]). (Σ, J) をパラ・リーマン面とする．極小面

f : Σ→ L3 と任意の点 p ∈ Σに対して，pのある近傍上のパラ正則関数 g とパラ正則 1形式 ω = ω̂dz が存在

して，f は pの近傍では次のように書ける：

f(z) = Re

∫ z

z0

(
1 + g2, 2g, j(−1 + g2)

)
ω + f(z0). (3.1)

さらに，事実 3.1により，パラ正則関数 g とパラ正則 1形式 ω = ω̂dz を

g(z) =
g1(u) + g2(v)

2
+ j

g1(u)− g2(v)
2

,

ω̂(z) =
ω̂1(u) + ω̂2(v)

2
+ j

ω̂1(u)− ω̂2(v)

2
, z = x+ jy =

u− v
2

+ j
u+ v

2

と分解することで，次の極小面のナル曲線への分解を得る：

f(u, v) =
1

2

∫ u

u0

(
−1− (g1)

2, 1− (g1)
2, 2g1

)
ω̂1du

+
1

2

∫ v

v0

(
1 + (g2)

2, 1− (g2)
2,−2g2

)
ω̂2dv + f(u0, v0). (3.2)

組 (g, ω)をワイエルシュトラス・データ，4つ組 (g1, g2, ω̂1du, ω̂2dv)を実ワイエルシュトラス・データと

呼ぶ．

注意 3.4. [15]では，パラ有理型関数の概念を用いて大域的な表現公式が示されている．本講演ではガウス曲

率の局所的な振る舞いを調べるという目的から，上記の局所版の表現公式のみを用いる．

*2 単連結でない場合は普遍被覆空間からのはめ込み写像を考える．



4 極小面の正則点におけるガウス曲率の振る舞い

4.1 ナル曲線の退化性による平坦点の特徴付け

2.1節で極小面の正則点集合における平坦点は臍点と擬臍点からなることを見たが，それらの点を極小面を

生成する 2つのナル曲線の退化性で特徴付けたのが次の命題である．以下，極小面の局所的な振る舞いを調べ

るときは常に (2.2)で与えられるナル曲線 2つ組への分解を一つ取って考える*3．

命題 4.1 ([1]). 極小面 f の正則点 p ∈ Σに対して，次が成り立つ：

(1) pが臍点であることと，p上で φと ψ は両方とも退化していることは同値である．

(2) pが擬臍点であることと，p上で φまたは ψ のどちらか一方のみが退化していることは同値である．

従って，極小面の非平坦点の近傍では，常に非退化ナル曲線の 2つ組を考えておけば良いことがわかった．

4.2 非平坦点の近傍におけるガウス曲率の符号

次に非平坦点上でガウス曲率の符号が (3.2)の 2つの非退化ナル曲線の向きのみで完全に決定されることを

見る．補題 2.4および命題 4.1により，非平坦点の近傍でパラメータ uおよび v を式 (3.2)の右辺に現れる 2

つの非退化ナル曲線の擬弧長表示として取ることで次を得る：

命題 4.2 ([1]). (1) 非平坦点の近傍で，極小面 f : Σ→ L3 は，

f(u, v) =
1

2

∫ u

u0

(
−1− (g1)

2, 1− (g1)
2, 2g1

) −εφ
2g′1

du

+
1

2

∫ v

v0

(
1 + (g2)

2, 1− (g2)
2,−2g2

) −εψ
2g′2

dv + f(u0, v0) (4.1)

と書ける．ここで，右辺の非退化ナル曲線を φ = φ(u)，ψ = ψ(v)と書くことにする．εφ および εψ は

φ，ψ の向きであり，u，v はその擬弧長パラメータである．

(2) このとき，ローレンツ等温座標 (x, y) = (u−v2 , u+v2 )上で f の第一基本形式 I，第二基本形式 II，およ

びガウス曲率K は次のように書かれる：

I =
(1− g1g2)2

4g′1g
′
2

(−dx2 + dy2), II =
1

2
(ε1 − ε2) + (ε1 + ε2)dxdy, K =

ε1ε2
E2

.

ここで E = (1−g1g2)2
4g′1g

′
2
である．従って，ガウス曲率 K の符号は 2つの非退化ナル曲線 φ，ψ の向きの

みで決まる．K > 0となるのは φ，ψ が同じ向きを持つ場合に限り，このとき (x, y)は共形漸近線座

標になる．K < 0となるのは φ，ψ が異なる向きを持つ場合に限り，このとき (x, y)は共形曲率線座

標になる．

注意 4.3. ガウス曲率の符号については，同様の結果をMilnor [12]が既に証明している．その証明ではナル

曲線のユークリッド計量に対する弧長を取ってナル座標系を正規化する，という方法を取っている．本命題で

*3 分解 (2.2)は時間的極小曲面に対するものであるが，事実 3.3の式 (3.2)により，この表示は極小面の各点の近傍に対しても有効
であることが分かる．さらに，このような極小面のナル曲線２つ組への分解は，曲面のナル座標変換と L3 の平行移動を除いて一
意であることも証明できる．



は弧長ではなく擬弧長を取ることによって同様のことを証明したほか，共形曲率線座標や共形漸近線座標の具

体的な構成方法を与えている．

5 極小面の特異点におけるガウス曲率の振る舞い

5.1 フロンタルと波面

この節では極小面上の特異点の近傍におけるガウス曲率の振る舞いを決定する．はじめに，フロンタルや波

面といった特異点付きの曲面の概念と関連する基本的な用語や結果を記す．詳しくは [2, 7, 9, 14, 16, 17]等

を参照されたい．U を R2 の領域とし，滑らかな写像 f : U −→ R3 がフロンタル (frontal)であるとは，U

上でユークリッド計量 ⟨ , ⟩E の意味での単位法ベクトル場 nが存在するときをいう. さらにフロンタル f に

対して，ルジャンドル・リフトと呼ばれる写像の組

L = (f, n) : U −→ E3 × S2

がはめ込み写像を与えるとき，f を波面 (wave front)と呼ぶ．フロンタル f : U −→ R3 に対して，f がは

め込みにならない点 p ∈ U をフロンタル f の特異点と呼ぶ．次で定義される U 上の滑らかな関数 λを符号付

き面積密度関数という：
λ = det(fu, fv, n) = ⟨fu ×E fv, n⟩E ,

ここで ×E は E3 内のベクトル積を表している．f の特異点は λの零点に他ならないが，特に dλp ̸= 0を満た

す特異点のことを非退化特異点 (non-degenerate singular point)と呼ぶ． 非退化特異点 pの近傍では，

陰関数定理により，γ(0) = pを満たす正則曲線 γ = γ(t) : (−ε, ε) −→ U でその像が pの回りでは，f の特異

集合と一致しているものが取れる．このような曲線 γ を pにおける f の特異曲線と呼ぶ．

次に写像（芽）の A-同値性とフロンタルや波面に現れる典型的な特異点について述べる．Ui を R2 の領域，

pi を Ui の点とする（i = 1, 2）．２つのなめらかな写像 f1 : U1 −→ R3 と f2 : U2 −→ R3 が p1 ∈ U1 およ

び p2 ∈ U2 で A-同値 （または 右左同値）であるとは，Φ(p1) = p2 を満たす R2 の局所微分同相写像 Φと，

Ψ(f1(p1)) = f2(p2)を満たす R3 の局所微分同相写像 Ψ が存在して f2 = Ψ ◦ f1 ◦ Φ−1 を満たすことをいう.

フロンタル f : U −→ R3 の特異点 pがカスプ辺 (cuspidal edge)，ツバメの尾 (swallowtail)，またはカ

スプ状交叉帽子 (cuspidal cross cap)であるとは，f が特異点 p上で次の写像 fC，fS，または fCCR の原

点と A-同値であることをいう（図 1参照）：

fC(u, v) = (u2, u3, v), fS(u, v) = (3u4 + u2v, 4u3 + 2uv, v), fCCR(u, v) = (u, v2, uv3).

カスプ辺，ツバメの尾は波面の非退化特異点であり，カスプ状交叉帽子は波面の特異点ではないが，フロンタ

ルの非退化特異点である．

5.2 極小面の特異点とその近傍におけるガウス曲率の振る舞い

高橋は [15]において，極小面は常にフロンタルであることを示し，極小面上にしばしば現れる特異点である

カスプ辺，ツバメの尾およびカスプ状交叉帽子のワイエルシュトラス・データを用いた次の判定法を与えた．

事実 5.1 ([15]). f : Σ −→ L3 を極小面，p ∈ Σ を f の特異点とする. p の近傍で実ワイエルシュトラス・

データ (g1, g2, ω1 = ω̂1du, ω2 = ω̂2dv)を取る．f が特異点 pにおいて，



図 1 左からカスプ辺，ツバメの尾およびカスプ状交叉帽子（特異曲線の像を赤で記している）

(1) カスプ辺と A同値である⇔ p上で (g1)u
g21ω̂1

− (g2)v
g22ω̂2

̸= 0 かつ (g1)u
g21ω̂1

+ (g2)v
g22ω̂2

̸= 0を満たす,

(2) ツバメの尾と A 同値である ⇔ p 上で (g1)u
g21ω̂1

− (g2)v
g22ω̂2

̸= 0, (g1)u
g21ω̂1

+ (g2)v
g22ω̂2

= 0, かつ ( (g1)u
g21ω̂1

)u
(g2)v
g2
−

( (g2)v
g22ω̂2

)v
(g1)u
g1
̸= 0を満たす,

(3) カスプ状交叉帽子とA同値である⇔ p上で (g1)u
g21ω̂1

− (g2)v
g22ω̂2

= 0, (g1)u
g21ω̂1

+ (g2)v
g22ω̂2

̸= 0, かつ ( (g1)u
g21ω̂1

)u
(g2)v
g2

+

( (g2)v
g22ω̂2

)v
(g1)u
g1
̸= 0を満たす.

注意 5.2. [17]において，極大面におけるカスプ辺およびツバメの尾の判定法が与えられた．その後，[7]にお

いて，カスプ状交叉帽子の判定法が与えられたほか，極大面のジェネリックな特異点がこれら三種類の特異点

に尽きることが示されている．

極小面の正則点におけるガウス曲率の振る舞いを調べる際に使用した擬弧長を用いる方法と，上述の高橋の

特異点の判定法を用いると次が証明できる．

命題 5.3 ([1]). f : Σ −→ L3 を極小面，p ∈ Σを f の特異点する. このとき，f が特異点 pで，

(1) カスプ辺と A-同値であるならば，特異点 pの近傍には臍点は存在しない，

(2) ツバメの尾と A-同値であるならば，特異点 pの近傍には臍点も擬臍点も存在しない．さらにガウス曲

率K は pの近傍で負になり， lim
q→p

K(q) = −∞が成り立つ，
(3) カスプ状交叉帽子と A-同値であるならば，特異点 pの近傍には臍点も擬臍点も存在しない．さらにガ

ウス曲率K は pの近傍で正になり， lim
q→p

K(q) =∞が成り立つ．

この命題では，特異点の型をカスプ辺，ツバメの尾，カスプ状交叉帽子に絞って考えているが，実は次のよ

うな一般的な形で述べることができる．次の定理が本講演の主定理である．

定理 5.4 ([1]). f : Σ −→ L3 を極小面，p ∈ Σを f のカスプ辺でない特異点する. このとき，f が p上で，

(1) 波面になるならば，特異点 pの近傍には臍点も擬臍点も存在しない．さらにガウス曲率 K は pの近傍

で負になり， lim
q→p

K(q) = −∞が成り立つ，
(2) 波面にはならず，pがフロンタルの非退化特異点になるならば，特異点 pの近傍には臍点も擬臍点も存

在しない．さらにガウス曲率K は pの近傍で正になり， lim
q→p

K(q) =∞が成り立つ．

この定理により，極小面上に非退化特異点があった場合，カスプ辺以外のガウス曲率が負か正か（実の主曲

率が取れるか，複素の主曲率が取れるか）は，特異点が波面の特異点になっているか否か判定すれば良いこと



がわかった．荒く言えば，極小面上にカスプ辺以外の特異点があった場合，特異点の情報から，その近傍で曲

面の形状を決めることができることがわかった．他方で，カスプ辺の近傍のガウス曲率の振る舞いについて

は，一般的に述べることは出来ない．例えば，あるカスプ辺の近傍でガウス曲率の符号が正になる場合もあれ

ば負になる場合もある．また極大面の場合とは異なり，ガウス曲率が発散しない場合もある．但し，次の時間

的極小エネパー曲面の例のようにカスプ辺が他の非退化特異点にぶつかっている場合は，定理 5.4により，ぶ

つかった特異点の近くにあるカスプ辺の近傍でのガウス曲率の振る舞いは，ぶつかった特異点の近傍でのガウ

ス曲率の振る舞いと一致することが分かる．

例 5.5 (エネパー曲面). 次のワイエルシュトラス・データを式 (3.1)に代入することで得られる曲面を L3 内

の時間的極小エネパー曲面という [8, 10, 15]：

g(z) = z, ω(z) = 1
2dz.

曲面を生成する 2つのナル曲線 φと ψ は次で書かれる：

φ(u) =
1

2
(−u− u3

3
, u− u3

3
, u2), ψ(v) =

1

2
(v +

v3

3
, v − v3

3
, v2).

計算によって，φと ψは擬弧長でパラメータ表示されており，それぞれ負の向きと正の向きを持つことが分か

る．滑らかな曲面である E3 内のエネパー曲面に対して，L3 内のエネパー曲面は特異点を持つ（図 2参照）．

極大エネパー曲面はカスプ辺と 4つのツバメの尾とカスプ状交叉帽子を持つことが知られている（[7, 17]）が，

時間的極小エネパー曲面はカスプ辺と 2つのツバメの尾特異点を持つのみ（[15]）で，カスプ状交叉帽子を持た

ない．これは，もしカスプ状交叉帽子を持てば，命題 5.3より，その近傍でガウス曲率の符号が正になってし

まい，時間的極小エネパー曲面が異なる向きを持った 2つのナル曲線で生成されることに反するからである．

図 2 左から E3 のエネパー曲面，L3 の極大エネパー曲面，時間的極小エネパー曲面（特異曲線の像を赤で記している）
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