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概 要

ランダムグラフ (またはRado グラフ) とよばれる可算無限グラフは, きわめ
て高い対称性を持つことが知られており, その自己同型群に関して多くの研
究がこれまでなされてきた. 本稿では, 自己同型群に関する結果を中心に, ラ
ンダムグラフの持つ性質を紹介し, そのトーナメント, 有向グラフ類似の自己
同型群に関する著者の結果について述べる.

基本用語, 記法
　まず最初に,本稿で用いるグラフ理論の用語等について紹介する. より詳しくはDiestel

[7]等を参照されたい.

・グラフGは, 頂点集合V (G)と辺集合E(G) ⊂
(
V (G)
2

)
からなる. ただし,

(
V (G)
2

)
=

{e ⊂ V (G) | |e| = 2}. 特に, |V (G)| < ℵ0, |V (G)| = ℵ0のとき, Gをそれぞれ有限
グラフ, 可算無限グラフと呼ぶ.

・有向グラフDは, 頂点集合V (D)と辺集合E(D) ⊂ V (D)2 \ {(u, u) | u ∈ V (D)}
からなる. ここで, 辺 (u, v) ∈ E(D)はuから vに向けて向き付けされた辺とみな
す. 特に, 任意の異なるu, v ∈ V (D)について, (u, v) ∈ E(D) =⇒ (v, u) /∈ E(D)

が成り立つとき, Dを向き付けされたグラフという. これに加えて, 任意の異なる
u, v ∈ V (D)について, (u, v) ∈ E(D)または (v, u) ∈ E(D)であるとき, Dをトー
ナメントと呼ぶ.

・ u ∈ V (G)について, NG(u) := {v ∈ V (G) | {u, v} ∈ E(G)}.

以下は有向グラフについても同様に定義することができる.

・グラフHが, V (H) ⊂ V (G)かつE(H) =
(
V (H)

2

)
∩ E(G)を満たすとき, HをG

の誘導部分グラフと呼ぶ. 2つのグラフG1, G2に対して, σ : V (G1) → V (G2)が
{u, v} ∈ E(G1) ⇐⇒ {uσ, vσ} ∈ E(G2)を満たすとき, σをG1とG2の同型 (写
像)とよぶ. 特に, G1, G2が同一のグラフGであるとき, σをGの自己同型とよぶ.

Gの自己同型全体のなす群をGの自己同型群とよび, Aut(G)で表す. なお, 恒等
写像を自明な自己同型とよぶ.

・可算無限Erdős-RényiランダムグラフモデルをG(ℵ0, 1/2)で表す. すなわち, Nを
頂点集合とし, 各G ∈ G(ℵ0, 1/2)は

(N
2

)
の各要素を確率 1/2で独立に選ぶことで

得られる.
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1. 序
　1963年, Erdős-Rényi[8]はほとんどすべての有限グラフが自明な自己同型しか持たな
いことを示した. さらに [8]ではこれに対し, 次の性質 (RG)を満たす可算無限グラフR

を考察した. RをランダムグラフまたはRadoグラフという.

(RG) 任意の互いに交わらない有限部分集合A,B ⊂ V (R)に対し, {z, a} ∈ E(R)かつ
{z, b} /∈ E(R) (a ∈ A, b ∈ B) なる z ∈ V (R) \ (A ∪B)が存在する.

命題 1.1 (Erdős-Rényi [8]).

Prob

[
G ∈ G

(
ℵ0,

1

2

)
| Gは (RG)を満たす

]
= 1.

証明はさほど難しくない. 互いに交わらない有限集合の組 (A,B)を任意にとる. す
ると, (A,B)に対し, (RG)を満たす zが存在しない確率は limi→∞(1− (1/2)|A∪B|)i = 0.

(A,B)の候補は高々可算個しかないから, 主張が得られる. 無論, 1/2を0 < p < 1に置
き換えても, 同様の結果が成り立つ.

　さて, 詳しくは第2節で述べるが, (RG)は非自明な自己同型の存在を示唆する. よっ
て, 命題 1.1より, 可算無限ランダムグラフは確率１で非自明な自己同型を持つ.

　Rについてはこれまで, 様々な性質が研究されてきた. 特に自己同型群の性質につい
てはAut(R)の単純性 [14]や, |Aut(R)|が 2ℵ0であること, また, 巡回的な自己同型 (正
則に作用する巡回置換で表される自己同型)を持つことなどが知られ, Cayleyグラフで
の表現等についても調べられている.

　本稿では, そういった自己同型群に関する性質を中心に, ランダムグラフのいくつか
の性質について述べる. また, ランダムグラフのトーナメント, 有向グラフ類似を考え
たときの自己同型の性質に関する著者の結果についても概説する. 本稿の構成は以下
のとおりである. まず, 第2節では, Rのいくつかの性質と構成法を紹介する. 第3節で
は, Aut(R)の性質について紹介し, さらにRが所定の条件を満たす群上のCayleyグラ
フで表されることを示す. 第4節では, Rのトーナメント, 有向グラフ類似を定義し, 著
者の結果について述べる. 最後に, 第5節では, 関連する話題について紹介する.

2. ランダムグラフの性質, 構成法
　まず, Rの構成法について紹介する. 本稿ではいくつかのうち, [5]にある整数論的
構成法について述べる. Pを p ≡ 1 (mod 4)なる素数 pの集合とし, グラフ GP を,

V (GP) = P, E(GP) = {{p, q} | (p
q
) = 1} で定義する. ただし, (・・)は平方剰余記号と

する. GPはPの取り方より, well-definedである. このとき, GPは (RG)をもつ. 実際,

相異なる p1, . . . , pm, q1, . . . , qn ∈ Pについて, ai ̸= 0をZ/piZでの平方剰余, bj ̸= 0を
Z/qjZでの平方非剰余とする. このとき , 中国剰余定理より, 連立合同式

x ≡ 1 (mod 4)

x ≡ ai (mod pi) (1 ≤ i ≤ m)

x ≡ bj (mod qj) (1 ≤ j ≤ n)

は一意に解 x ≡ x′ (mod 4p1 · · · pmq1 · · · qn)を持ち, x′と 4p1 · · · pmq1 · · · qnは互いに素
であるから, x ∈ Pなる解の存在性は算術級数定理から保証される.

　次に, Rのもつ基本的な性質について紹介する. 他の性質や詳細についてはCameron

のサーベイ論文 [5]等を参照されたい.



命題 2.1 (uniqueness). (RG)を満たすグラフは同型を除いてただ一つである.

証明. G1, G2を (RG)を満たすグラフとし, V (G1) = {vi | i ∈ Z≥0}, V (G2) = {wi | i ∈
Z≥0}とする. 往復論法を用いて, 同型写像を帰納的に構成する. 以下, 写像fについて,

fの定義域と値域をそれぞれdom(f), ran(f)で表す.

(i) f0 : {v0} → {w0}とする.

(ii) iが偶数のとき, wを V (G2) \ ran(fi)の中で最小ラベルをもつ頂点とし, Ai =

NG2(w) ∩ ran(fi), Bi = ran(fi) \ Aiとする. (RG)より, {z, a} ∈ E(G1)かつ
{z, b} /∈ E(G1) (a ∈ f−1

i (Ai), b ∈ f−1
i (Bi))なる z ∈ V (G1) \ dom(fi)が存在する.

このとき, fi+1を以下のように定義する.

fi+1(w) = z, fi+1|ran(fi) = f−1
i .

(iii) iが奇数のとき, v を V (G1) \ ran(fi)の中で最小ラベルをもつ頂点とし, Ai =

NG1(v)∩ran(fi), Bi = ran(fi)\Aiとする. (ii)と同様に適切なz ∈ V (G2)\dom(fi)

がとれるので, fi+1を以下のように定義する.

fi+1(v) = z, fi+1|ran(fi) = f−1
i .

この往復論法の議論はいくつかの場面で重要な役割を果たす. 例えば, 次節で述べ
る通り, 同様の方法で Rの非自明な自己同型を構成することができ, さらには Rの
homogeneityをも導くことができる. また, 次に述べるRの universalityも往復論法と
類似の議論で導くことができる.

命題 2.2 (universality). 任意の有限, または可算無限グラフGはRに埋め込める. す
なわち, 任意のGはRのある誘導部分グラフと同型である.

3. ランダムグラフの自己同型群
　本節では, Rの自己同型群に関する結果について紹介する. Rの自己同型群に最初に
着目したのは, Erdős-Rényi [8]である.

命題 3.1 (Erdős-Rényi [8]). Rは非自明な自己同型をもつ.

実際,前頁の往復論法において, G1=G2=Rとすると,任意の2点間からスタートして,

自己同型を作ることができる. さらに, 往復論法の議論を応用して, Rが homogeneity

を持つことが示せる. 以下についての詳細は, [5]等を参照されたい.

命題 3.2 (homogeneity). 任意の同型なRの誘導部分グラフH1, H2について, その間の
すべての同型σはRの自己同型に拡張できる. すなわちf |V (H1) = σとなるf ∈ Aut(R)

が無限に存在する.

この性質と次の事実を組み合わせることにより, |Aut(R)|が導かれる.

事実 3.3. Gを可算無限グラフとする. このとき, 以下は同値.

(1) |Aut(G)| < ℵ0.



(2) ある有限部分集合A ⊂ V (G)があって, Aut(G)におけるAの固定化部分群が自
明となる.

命題 3.4. |Aut(R)| = 2ℵ0.

証明. |Aut(R)| < ℵ0と仮定し, 事実 3.3 (2)に対応するAをとる. Aから誘導される部
分グラフをR[A]と書く. このとき, 任意のσ ∈ Aut(R[A])はRのhomogeneityより, R

のある非自明な自己同型に拡張できるので (2)に反する.

　次に, CayleyグラフとしてのRについて述べる.

定義 3.5. Xを群とし, S ⊂ X \ {1}とする. このとき, 以下で定義される有向グラフ
Γ = Γ(X,S)をX上のSに関するCayley有向グラフと呼ぶ.

V (Γ(X,S)) = X, E(Γ(X,S)) = {(x, y) | xy−1 ∈ S}

とくに, Sが逆元について閉じているとき, Γはグラフとなる. また, S ∩ S−1 = ∅と
なるようにとれば, Γは向き付けされたグラフとなり, さらに, X = {1} ∪ S ∪ S−1とい
う条件を課すと, トーナメントになる. ただし, S−1 = {s−1 | s ∈ S}. また, グラフまた
は有向グラフGが, X上のあるCayleyグラフまたはCayley有向グラフとして表される
とき, Aut(G)は, V (G)に正則に作用する, Xと同型な部分群を持つ.

　さて, 次に述べるように, Rは所定の条件を満たす可算無限群上のCayleyグラフとし
て表されることが知られている.

定理 3.6 (Cameron-Johnson [4]). Xを次のような表示を持たない可算無限群とする.

ある有限集合A ⊂ X \ {1}, C ⊂ Xと 各a ∈ Aについて有限集合Ba ⊂ Xがあって,

X =

{∪
a∈A

∪
b∈Ba

√
a · b

}
∪ C.

ただし,
√
a = {x | x2 = a}. このとき, RはXのCayleyグラフとして表すことがで

きる.

証明の概略は次の通りである. 各 g ̸= 1について, {g, g−1}を確率 1/2で独立に選ん
で, 逆元について閉じたS ⊂ X \ {1}をランダムに選ぶ (ランダムなSによって定義さ
れるCayleyグラフをランダムCayleyグラフとよぶ). 互いに素な有限集合 V1, V2 ⊂ X

を任意にとる. 相異なる任意のv1, v2 ∈ V1 ∪V2について, {zv−1
1 , v1z

−1}と{zv−1
2 , v2z

−1}
が独立に選べるような z ∈ X \ (U ∪W )が無限個存在すれば, (RG)が満たされる確率
が1であることが示せるが, Xの条件がそれを保証する. この定理より次の系を得るこ
とができる.

系 3.7 (Cameron-Johnson [4]). 上の条件を持つXについて, X上のランダムCayleyグ
ラフは確率１でRと同型となる.

さらにこれらを加法群Zに適用すると, 次を得る.

系 3.8 (Cameron-Johnson [4]). Aut(R)は無限巡回群を部分群を持つ. さらに, Rは互
いに共役でない2ℵ0個の巡回的な自己同型を持つ.



4. トーナメント, 有向グラフ
　ランダムグラフRのトーナメント類似RTは次の定義 (RT )によって与えられる.

(RT ) 任意の互いに交わらない有限部分集合A,B ⊂ V (RT )に対し, (z, a) ∈ E(RT )か
つ (z, b) /∈ E(RT ) (a ∈ A, b ∈ B) なる z ∈ V (RT ) \ (A ∪B)が存在する.

また,向き付けされたグラフへの類似ROは以下の定義 (RO)によって与えられる.

(RO) 任意の互いに交わらない有限部分集合A,B,C ⊂ V (RO)に対し, 以下を満たす
z ∈ V (RO) \ (A ∪B ∪ C)が存在する.

(z, a) ∈ E(RO), (a, z) /∈ E(RO) (a ∈ A),

(b, z) ∈ E(RO), (z, b) /∈ E(RO) (b ∈ B),

(z, c), (c, z) /∈ E(RO) (c ∈ C).

これらはRと同様, uniqunessと universalityを満たすことが同様の議論で確かめられ
る. まず, ROに関しては, 次の定理がSatake-Sawa-Jimbo [12]で得られている.

定理 4.1 (Satake-Sawa-Jimbo [12]). Aut(RO)は無限巡回群を部分群を持つ. さらに,

ROは互いに共役でない2ℵ0個の巡回的な自己同型を持つ.

証明は, 定理 3.6と同様にしても得られるが, 我々は, Cameron [5]の, Rについての
対応する結果における, Baire Categoryの理論を用いた手法を拡張し, 主張を得ること
ができた. 証明の概略については, 佐竹-澤-神保 [10]も参照されたい.

　また, RTについても定理 3.6に対応する結果が知られている.

定理 4.2 (Cameron [6]). Xを位数 2の元を持たず, 次のような表示を持たない可算無
限群とする. ある有限集合A,C ⊂ Xと 各a ∈ Aについて有限集合Ba ⊂ Xがあって,

X =

{∪
a∈A

∪
b∈Ba

√
a · b

}
∪ C.

このとき, X上のランダムCayleyトーナメントは確率１でRTと同型となる. (トーナ
メントの定義から, Xは位数2の元は持ちえない ).

ここで, ランダムCayleyトーナメントとは, 各 g ̸= 1について, gまたは g−1を確率
1/2で独立に選んで, 適切なS ⊂ X \ {1}をランダムに選ぶことで得られるトーナメン
トを意味する. その後のJaligot-Khelif [9]で, Xが位数2の元を持たなければ, RTはX

上のCayleyトーナメントとして表せることが示されている. [9]の補題を用いて, 我々
は [11]で, より強い結果, すなわち系 3.7に当たる結果を示し, 定理 4.2におけるXの条
件が不要であることを観察した.

定理 4.3 (Satake [11]). Xが位数2の元を持たないとき, X上のランダムCayleyトーナ
メントは確率１でRTと同型となる.

5. 終わりに
　本稿では, Rやそのいくつかの類似についての自己同型群に関する側面を見てきた.

本節では, いくつかの関連する話題について述べる.



　まずは, モデル理論においては, これらを一般化した Fräıssé limitとよばれる無限
構造がよく知られている. 例えばグラフの場合は, ある種のグラフの融合について閉
じた有限グラフの集合 Cについて, Cに属するグラフすべてを誘導部分グラフに持ち,

homogeneousである無限グラフ Gが同型を除いて一意に存在する. Gを C に関する
Fräıssé limitという. Cを有限グラフすべての集合としたとき, Rは Cに関するFräıssé

limitである. 詳細については, [5]等を参照されたい.

　また, 組合せ論においては, Rの有限類似である, n-existentially closed (n-e.c.) とよ
ばれる有限グラフが研究されている. このグラフは数理論理学における0-1法則の問題
においても登場する ([1]). 命題 1.1と同様にして, すべてのn ∈ Nについて, 有限ラン
ダムグラフは確率１でn-e.c.であることが示されるが, そのようなグラフの明示的な構
成は興味深い問題である. これまでには, 例えば, Weilによる指標和の評価を用いた構
成など様々な構成法が研究されている (e.g. [2], [13]). 詳細は, [3]等を参照されたい.
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