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1 導入

本講演で，次の Navier-Stokes方程式 (NS)を考える： ∂tu−∆u+ (u · ∇)u+∇π = f, ∇ · u = 0, t ∈ (0,∞), x ∈ Ω,
u(0, x) = a, x ∈ Ω,
u(t, x) = 0, x ∈ ∂Ω.

(NS)

ここで，流速場 u(t, x) = (u1(t, x), . . . , un(t, x))と圧力 π(t, x)は未知関数，外力 f(t, x)

と初期値 aは既知関数である．Navierと Stokesによって導かれた Navier-Stokes方程式

(NS)の解析は数値解析的にも工学的にも非常に重要なものである．しかしながら，(NS)

はミレニアム問題に指定されているが，未だに解決されていない．その理由の一つとして

は，圧力 ∇π と非圧縮条件∇ · u = 0が挙げられる．

この困難を回避するため，実解析においてはヘルムホルツ分解：

Lp(Ω)
n = Lp,σ(Ω)⊕Gp(Ω),

Lp,σ(Ω) = {u | uj ∈ C∞
0 (Ω), ∇ · u = 0}

∥·∥Lp
, Gp(Ω) = {∇π ∈ Lp(Ω)

n | π ∈ Lp,loc(Ω)}

によって，非圧縮条件と圧力項を消去するという方法を用いるのが普通である．一方，数

値解析においては，いくつかの近似法が使われている．これらの手法は非圧縮条件を近似

することで圧力項を取り除いている．例えば非圧縮条件の代わりに，ペナルティ法におい

ては∇ · u = −π/α(α > 0)，圧力安定化法においては，∇ · u = ∆π/α，擬似圧縮法にお

いては，∇ · u = −∂tπ/αがそれぞれ用いられている．本講演において，我々は圧力安定

化法により非圧縮条件を近似した次の Navier-Stokes方程式を考察する： ∂tuα −∆uα + (uα · ∇)uα +∇πα = f, ∇ · uα = ∆πα/α, t ∈ (0,∞), x ∈ Ω,
uα(0, x) = a, x ∈ Ω,

uα(t, x) = 0, ∂nπα(t, x) = 0 x ∈ ∂Ω.
(NSa)

(NSa)を (NS)の摂動として捉えるのであるが，α → ∞を考えると，偏微分方程式の型
が変わるということには注意が必要である．圧力安定化法の歴史について触れておこう．

この手法は，Brezziと Pitkäranta [3]によって初めて紹介された．彼らは定常問題を考

え，非圧縮条件が ∇ · uα = ∆πα/αにより近似された Stokes方程式（Navier-Stokes方

程式を線形化した方程式）について考察し，次の誤差評価を得た：

∥uα − u∥H1(Ω) + ∥πα − π∥L2(Ω) ≤ Cα−1/2∥f∥L2(Ω) (1)



Nazarovと Specovius-Neugebauer [10]は同様の近似 Stokes問題を考察し，実補間ノル

ムを用いたパラメータに依存する Sobolevノルム

∥u;Hℓ
χ(Ω, ε)∥ =

ℓ∑
k=0

ε(k−χ)+∥u;Hk(Ω)∥+ ∥u;Hχ(Ω)∥

を定めることで，境界が Cℓ+2 のクラスであるような 3次元有界領域 Ωにおいて，この

問題の解に対し α → ∞としたときの漸近的な評価∥∥∥∥∥uα − u : Hℓ+1
χ−δ+1

(
Ω,

1

α

)3
∥∥∥∥∥+

∥∥∥∥πα − π;Hℓ
χ−δ

(
Ω,

1

α

)∥∥∥∥ ≤ Cα−δ∥f ;Hℓ(Ω)3∥

を導出した．ここで，t+ = 2−1(t + |t|)，χ ∈ [0, 3/2)，δ ∈ [0, χ] である．特に ℓ = 0，

χ = δ = 1にとると，

∥uα − u∥H1(Ω) + ∥πα − π∥L2(Ω) ≤ Cα−1∥f∥L2(Ω)

となる．しかしこれらの結果はエネルギー法を適用していて，関数空間がより一般の場合

には適用できない．非定常問題に関する結果としては，Prohl [11]によって次の結果が得

られている．

∥uα − u∥L∞((0,T ),H1(Ω)) + ∥πα − π∥L∞((0,T ),L2(Ω)) ≤ C
√
ε.

しかし，これらの評価はそのすべてが時間 L2（もしくは L∞），空間 L2 におけるもの

である．数値解析においてはこの評価で十分であるが，我々の目的はこれを実解析的な手

法を用いて時間 Lp，空間 Lq に一般化することである．したがって我々の興味は，Lp-Lq

枠における (NSa)の解 (uα, πα)と (NS)の解 (u, π)に対する誤差評価である．

本講演では，柴田，清水 [13]による手法を使って，縮小写像の原理と近似線形方程式の

Lp-Lq 最大正則性から近似非線形方程式に対する時間局所解の一意存在を示すことがで

きたので，それを紹介する．ここで，近似線形方程式に対する Lp-Lq 最大正則性は，線

形化問題に対応するレゾルベント問題の解公式と Fourier multiplier theorem からわか

るR有界な解作用素の存在定理を用いて導出する．

2 主結果

(NSa) に対する時間局所解の一意存在定理を述べる．まずは，講演を通じて用いる関

数空間や表記に関して紹介しよう．

任意の 2つのバナッハ空間 X，Y に対して，L(X,Y )は X から Y への有界線形作用

素全体の集合を表すものとし，L(X) = L(X,X)と略記する．Hol(U,X)は複素領域 U

上の X 値正則関数全体の集合とおく．任意の領域 D，バナッハ空間 X，1 ≤ q ≤ ∞に
対して，Lq(D,X)をD上で定義されたX 値ルベーグ可測関数とし，∥ · ∥Lq(D,X) をその

ノルムとする．混乱がない限り，Lq = Lq(D,R)，∥ · ∥q = ∥ · ∥Lq(D,R) と略記する．同様

にして，1 ≤ q ≤ ∞と正の整数mに対して，Wm
q (D,X)をD上で定義されたX 値ソボ

レフ空間とする．初期値の属する空間として，1 ≤ p, q ≤ θ，0 < θ < 1に対して，実補



間空間 B
2(1−1/p)
q,p (D)を次のように定義する：B

2(1−1/p)
q,p (D) = (Lq(D),W 2

q (D))1−1/p,p．

線形化方程式の評価をするため，バナッハ空間 Y に対して，

Lp,γ0,(0)(R, Y ) = {f(t) ∈ Lp,loc(R, Y ) | f(t) = 0 (t < 0), ∥e−γtf∥Lp(R,Y ) < ∞, (γ ≥ γ0)},
W 1

p,γ0,(0)
(R, Y ) = {f(t) ∈ Lp,γ0,(0)(R, Y ) | ∂tf(t) ∈ Lp,γ0(R, Y )}

とおく．圧力項を扱うためには，次の関数空間を用いる：

Lq,loc(D,X) = {f : D → X | f |K ∈ L1(K), K は D 上の任意のコンパクト集合 }.

Ŵm
q (D,X) = {θ ∈ Wm−1

q,loc (D,X) | ∇θ ∈ Wm−1
q (D,X)n}.

ここで，W 0
q,loc(D,X) = Lq,loc(D,X)である．

我々の証明は Fourier 解析を基礎としているので，Fourier 変換，Fourier 逆変換，

Laplace変換，Laplace逆変換をそれぞれ

f̂(ξ) = Fx[f ](ξ) =

∫
Rn

e−ix·ξf(x)dx, F−1
ξ [f ](x) =

1

(2π)n

∫
Rn

eiξ·xf(ξ)dξ,

Lt[f ](λ) =

∫ ∞

−∞
e−λtf(t)dt = Ft[e

−γtf(t)](τ), L−1
τ [f ](t) = eγtF−1

τ [f ](t),

で定義する．ここで，x, ξ ∈ Rn，λ = γ+ iτ ∈ Cであり，x · ξは内積：x · ξ =
∑n

j=1 xjξj

とした．さらに，Fourier-Laplace変換を次のように定義する：

Lt[Fx[v(t, x)]](λ, ξ) = Ft,x[e
−γtv(t, x)](λ, ξ) =

∫ ∞

−∞

(∫
Rn

e−(λt+ix·ξ)v(t, x)dx

)
dt.

また，作用素 Λs
γ は

(Λs
γf)(t) = L−1[|λ|sL[f ](λ)](t) = eγtF−1

τ [(τ2 + γ2)s/2Ft[e
−γtf(t)](τ)](t).

を表す．次の主結果が，(NSa)に対する時間局所解に関する定理である．

定理 2.1. n ≥ 2，n/2 < q < ∞，max 1, n/q ≦ p < ∞，α > 0，T0 ∈ (0,∞) と

おく．また，r は 1/p − 1/r ≤ 1/2 を満たす定数とする．任意の M > 0 に対して，

a ∈ B
2(1−1/p)
q,p (Rn)，f ∈ Lp((0, T0), Lq(Rn))は

∥a∥
B

2(1−1/p)
q,p (Rn)

+ ∥f∥Lp((0,T0),Lq(Rn)) ≤ M (2)

にとる．このとき，M に依存する定数 T ∗ ∈ (0, T0)が存在して，(NSa)は次のクラスの

一意解 (uα, πα)をもつ：

uα ∈ W 1
p ((0, T

∗), Lq(Rn)n) ∩ Lp((0, T
∗),W 2

q (Rn)n), πα ∈ Lp((0, T
∗), Ŵ 1

q (Rn)).

さらに，次の評価が成立する：

∥uα∥L∞((0,T∗),Lq(Rn)) + ∥∇uα∥Lr((0,T∗),Lq(Rn)) + ∥∇2uα∥Lp((0,T∗),Lq(Rn)) ≤ Cn,p,q,T∗ ,

∥∇πα∥L∞((0,T∗),Lq(Rn)) ≤ αCn,p,q,T∗

注意 2.2. (NSa)に対する考察と同様にして，次の誤差評価を得ることができる：

∥u− uα∥Lp((0,T ♭),Lq(Ω)) ≤ Cα−1.

ここで，u，uα はそれぞれ (NS)，(NSa)の解である．



3 証明の概略

定理 2.1を示すために，我々は縮小写像の原理と，(NSa)に対応する線形化問題{
∂tuα −∆uα +∇πα = f, ∇ · uα = ∆πα/α (t, x) ∈ (0,∞)× Ω,

uα(0, x) = aα x ∈ Ω
(Sa)

に対する Lp-Lq 最大正則性に関するいくつかの定理を用いる．

一つ目の定理は，a = 0に対する (Sa)の Lp-Lq 最大正則性定理である．

定理 3.1. 1 < p, q < ∞，γ0 ≥ 0とおく．任意の f ∈ Lp,γ0,(0)(R, Eq,r0(Ω))に対して，

aα = 0に対する (Sa)は一意解

uα ∈ Lp,γ0,(0)((0,∞),W 2
q (Ω)

n) ∩W 1
p,γ0,(0)

(R, Lq(Ω)
n), πα ∈ Lp,γ0,(0)((0,∞), Lq(Ω))

をもつ．さらに，任意の γ ≥ γ0 に対して，次の評価が成立する：

∥e−γt(∂tuα, γuα,Λ
1
2
γ∇uα,∇2uα,∇πα)∥Lp(R,Lq) ≤ Cn,p,q∥e−γtf∥Lp((0,∞),Lq).

(Sa)に対する主結果 (定理 3.7と定理 3.1)を示すために，作用素値の Fourier multiplier

theoremを用いる（Weis [16]）．この定理は，解作用素に対するR有界性を必要とする．
したがって，まずはR有界の概念を定義しよう．

定義 3.2. 作用素の族 T ⊂ L(X,Y ) が L(X,Y ) 上で R であるとは，正定数 C > 0 と

p ∈ [1,∞)があって，任意の n ∈ N，Tj ∈ T，fj ∈ X (j = 1, . . . , n) と [0, 1]上独立対

称な任意の {−1, 1}値確率変数 {γj(u)}nj=1 に対し，∫ 1

0

∥
N∑
j=1

γj(u)Tjfj∥pY du ≤ C

∫ 1

0

∥
N∑
j=1

γj(u)fj∥pXdu.

が成立するときをいう．この定数 C の下限を L(X,Y ) 上における T の R-bound とい

い，R(T )で表す．

注意 3.3. 定義 3.2から，作用素の族はR有界ならば一様有界である．

∥T∥pL(X,Y ) = sup
∥x∥X=1

∥T (x)∥pY ≤ R(T ).

次の定理が Weis [16] によって示された作用素値の Fourier multiplier theorem で

ある．

定理 3.4. 1 < p, q < ∞，X = Y = Lq(Ω)とし，M(τ) ∈ C1(R\{0},L(X,Y ))は次の

条件を満たすものとする．

R({M(τ) | τ ∈ R\{0}}) = c0 < ∞, R({|τ |M(τ) | τ ∈ R\{0}}) = c1 < ∞.

このとき，

[TMf ](t) = F−1[M(τ)F [f ](τ)](t) (f ∈ S(R, X))



で定義された TM は Lp(R, X)から Lp(R, Y )への有界作用素である．さらに，次の評価

が成立する：

∥TMf∥Lp(R,Y ) ≤ C(c0 + c1)∥f∥Lp(R,X) (f ∈ Lp(R, X)),

ここで，C は p,X に依存する定数である．

定理 3.4を適用して，Lp-Lq 最大正則性を示すためには，次のレゾルベント問題の解作

用素に対するR有界性が必要となる：

λuα −∆uα +∇πα = f, ∇ · uα =
∆πα

α
in Rn. (RSE)

ここで，レゾルベントパラメータ λは Σε,λ0
= {λ ∈ C\{0} | | arg λ| < π − ε, |λ| ≥ λ0}

(0 ≤ ε < π/2, λ0 > 0)に属しているものとする．(RSE)の第２式を ∆πα = α∇ · uα と

見れば，Laplace方程式の一意可解性からこれは Rn において ∇πα = αuα とできる．

したがって，(RSE)は次の方程式系に書き換えることができる．

λuα −∆uα + αuα = f, ∇πα = αuα in Rn. (RSE2)

(RSE2) に Fourier 変換を施し，Fourier multiplier theorem を適用することにより，

次の (RSE)に対するR有界作用素の存在定理を示すことができる．

定理 3.5. α > 0，1 < q < ∞，0 < ε < π/2とする．このとき，λ0 > 0と

U(λ) ∈ Hol(Σε,λ0 ,L(Lq(Rn),W 2
q (Rn)n)), P(λ) ∈ Hol(Σε,λ0 ,L(Lq(Rn), Ŵ 1

q (Rn)))

を満たす作用素の族 U(λ)，P(λ) が存在して，任意の f ∈ Lq(Rn)，λ ∈ Σε,λ0 と

(uα, πα) = (U(λ)f,P(λ)f) に対して (RSE) は一意解をもち，(U(λ),P(λ)) は次の評

価を満たす：

RL(Lq(Rn),Lq(Rn)n+n2+n3 )({(τ∂τ )
ℓ(Gλ+αU(λ)) | λ ∈ Σε)} ≤ C (ℓ = 0, 1),

RL(Lq(Rn),Lq(Rn)n)({(τ∂τ )ℓ(∇P(λ)) | λ ∈ Σε)} ≤ C (ℓ = 0, 1).

ここで，Gλu = (λu, λ1/2∇u,∇2u)である．

注意 3.3によって，我々は (RSE)に対する次のレゾルベント評価を示すことができる．

系 3.6. λ ∈ Σσ とし，(uα, πα)を (RSE)の一意解とする．このとき，任意の f ∈ Lq(Ω)

に対して，次の不等式が成立する．

∥(|λ|uα, |λ|1/2∇uα,∇2uα, αuα,∇πα)∥q ≤ C∥f∥q.

Aα を Aαuα = ∆uα − αuα で定義された線形作用素とし，D(Aα) = W 2
q (Ω)とする．

系 3.6により，Aα は Lq(Ω)上で半群 {T (t)}t≥0 を生成することがわかる．さらに，あ

る定数 λ1 ≥ 0とM > 0があって，任意の a ∈ B
2(1−1/p)
q,p (Rn)に対して，uα(t) = Tα(t)a

は次の評価を満たす：∥∥∥(Tα(t)a, t
1/2∇Tα(t)a, t∇2Tα(t)a

)∥∥∥
q
≤ Meλ1t∥a∥q.



πα = K(uα)を uα = Tα(t)aから定まる圧力とすれば，(uα, πα)は (Sa)を満たす．実補

間により，次の f = 0のときの (Sa)に対する Lp-Lq 最大正則性定理を得る．

定理 3.7. 1 < p, q < ∞とおく．a ∈ B
2(1−1/p)
q,p (Rn)に対して，Tα(t)aは次の評価を満

たす：

∥(∂tT (t)a,∇2T (t)a)∥Lp((0,∞),Lq) ≤ Cn,p,q∥a∥B2(1−1/p)
q,p (Rn)

,

γ1/p∥e−γtT (t)a∥Lp((0,∞),Lq) ≤ Cn,p,q∥a∥Lq(Rn),

γ1/(2p)∥e−γt∇T (t)a∥Lp((0,∞),Lq) ≤ Cn,p,q∥a∥B2(1−1/p)
q,p (Rn)

.

ここで γ > 0は任意である．

注意 3.8. 一般の領域 Ωにおいては，ラプラス方程式 ∆p = g in Ω，∂np = 0 on ∂Ωの

一意可解性と熱方程式 ∂tu−∆u = f in Ωの最大正則性が保証されていれば同様の議論

が成り立つ．
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