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概 要

ζnを1 の原始n 乗根とする．円分体Q(ζn)の最大実部分体の整数環がZ[ζn+
ζ−1
n ] であることはよく知られている．本稿では実円分多項式の終結式を用い
たこの結果の別証明を紹介する．さらに，円分体の最大実部分体の判別式の
計算も紹介する．

1. 導入
1.1. 代数体の整数環

まず基本的な言葉の定義を復習する．Kを代数体とする．Kの元αがあるa1, . . . , am ∈
Zによりαm + a1α

m−1 + · · ·+ am−1α+ am = 0となるとき，αを代数的整数という．K

に属する代数的整数全体の集合は可換環をなし，これをKの整数環という．
Kの元αのQ上の共役元をα(1), . . . , α(n)(α(1) = α, n = [K : Q])と表し，{ω1, . . . , ωn}

をKの整数環のZ上の基底とする．このとき，Kの判別式d(K)をd(K) = ∆(ω1, . . . , ωn)
2

で定義する．ただし，∆(ω1, . . . , ωn) := det
((
ω
(i)
j

)
i,j

)
である．

1.2. 円分体の整数環

円分体の整数環に関しては基本的な以下の定理が知られている．

定理 1 ζn ∈ Q̄を1の原始n乗根とするとき，円分体Q(ζn)の整数環はZ[ζn]である．

定理1は従来，体の判別式の議論を用いて、nが素数ベキの場合に帰着することにより
証明されている (例えば [Wa])．一方で，Lüneburgは素数べき分体の議論を介さずに，
Z[ζn]がデデキント環であることを直接示すことにより定理1の別証明を与えた [Lü]．

1.3. 円分体の最大実部分体の整数環

本稿における主結果は [Lü]におけるLüneburgの方法を円分体の最大実部分体Q(ζn+

ζ−1
n )に適用することである [YY]．

定理 2 円分体の最大実部分体Q(ζn + ζ−1
n )の整数環はZ[ζn + ζ−1

n ]である．

定理 2の従来の証明としては円分体の整数環に帰着する証明 [Wa]や，体の判別式と
分岐群の議論を用いる証明 [Li]がある．

2. Lüneburgの方法の円分体の最大実部分体への適用
2.1. 準備

定理2の別証明に必要なChebyshev多項式や実円分多項式の性質や，それらの判別
式及び終結式について述べる．
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2.1.1. 実円分多項式とChebyshev多項式

定義 3 Φn(x)をn円分多項式とする．また，n ≤ 3に対し，ζn + ζ−1
n のQ上最小多項式

をΨn(x)とし，実円分多項式と呼ぶ．

定義 4 正規化された第1種，第2種，第3種，第4種Chebyshev多項式Cn, Sn, Vn,Wn ∈
Z[x]を次を満たすように定義する：

Cn(2 cos θ) = 2 cosnθ, Sn(2 cos θ) =
sinnθ

sin θ
,

奇数nに対し，

Vn(2 cos θ) =
cosnθ/2

cos θ/2
, Wn(2 cos θ) =

sinnθ/2

sin θ/2
.

補題 5 (Chebyshev多項式の微分)

C ′
n(x) = nSn(x),

V ′
n(x) =

nWn(x)− Vn(x)

2(x+ 2)
, W ′

n(x) =
nVn(x)−Wn(x)

2(x− 2)
.

補題 6 多項式xn − 1のQ上既約因子分解は次のようになる．

xn − 1 =
∏
d|n

Φn(x).

Lüneburgの方法が円分体の最大実部分体に適用できるのは，実円分多項式についても
補題6と同様な以下の補題が成り立つためである．

補題 7 [Y13] Chebyshev多項式のQ上既約因子分解は次のようになる．

Cn(x) =
∏

d|n, n/d:odd

Ψ4d(x), Sn(x) =
∏

2<d|2n

Ψd(x),

Vn(x) =
∏
1<d|n

Ψ2d(x), Wn(x) =
∏
1<d|n

Ψd(x).

2.1.2. 終結式と判別式

定義 8 多項式 f(x) = a0(x − α1) · · · (x − αn), g(x) = b0(x − β1) · · · (x − βm)に対し，
f, gの終結式Res(f, g)をRes(f, g) = am0 b

n
0

∏n
i=1

∏m
j=1(αi − βj) で定義する．

定義 9 モニックな多項式 f(x) = (x − α1) · · · (x − αn)の判別式Disc(f)をDisc(f) =∏
i<j(αi − αj)

2 で定義する．

Chebyshev多項式の終結式と補題7を用いると，実円分多項式の終結式 Res(Ψn,Ψm)

の計算ができる [Y15]．ϕをオイラー関数とする．

命題 10 (実円分多項式の終結式) n,m ≥ 3に対し,

|Res(Ψn,Ψm)| =

{
p

ϕ(m)
2 (m | nかつ n

m
が素数pのべきになっているとき);

1 (その他).



円分多項式の終結式の計算も [Tm, Fe, GD, Le, Lo, Lü] においてなされている．

命題 11

Res(Φn,Φm) =

{
p

ϕ(m)
2 (m | nかつn/mがpべきになっているとき（pは素数));

1 (その他).

また，Disc(f) = (−1)n(n−1)/2Res(f, f ′)であるから，補題 5と補題 7を使えば，実円
分多項式の判別式が計算できる．

命題 12 (実円分多項式の判別式)

Disc(Ψn(x)) =


2(m−1)2m−2−1 (n = 2m, m > 2のとき);

p
mpm−(m+1)pm−1−1

2 (n = pmかn = 2pm (pは奇素数)のとき);

n
ϕ(n)
2∏t

i=1 p

ϕ(n)
2(pi−1)
i

(その他).

実円分多項式の判別式はLehmerによって組合せ論的な方法でも計算されている [Le]．
なお，円分多項式の判別式は次のようになる (例えば [Wa])．

Disc(Φn) = (−1)ϕ(n)/2
nϕ(n)∏

p|n p
ϕ(n)/(p−1)

.

2.2. 定理2の別証明の概略

まず，θ = ζn + ζ−1
n , K = Q(θ), R = Z[θ]とする．Rが整閉であることを示すために，

Rがデデキント環であることを示す．Rがデデキント環であることは任意の極大イデ
アルP ⊂ Rに対し，その局所化RP := (R \ P )−1Rが離散付値環であることと同値で
ある．pZ = P ∩ Zにより素数pを定める．

(i) p ∤ nのとき 命題 12より，このとき実円分多項式Ψnの判別式は pで割り切れな
い．よって，ΨnはFp上で分離多項式であるので，以下の補題が適用できる．

補題 13 [Lü] θを代数的整数とし，f(x)を θのQ上の最小多項式とする．pを素数と
し，P ⊂ Z[θ]を極大イデアルでP ∩ Z = pZを満たすものとする．µ(θ) ∈ P で次数が
最小であるモニックなZ係数多項式をµ(x)とおく．このとき，f = µh + pgをみたす
多項式 g(x), h(x) ∈ Z[x]が存在する．さらに，µ, g, hがFp上で共通因子をもたなけれ
ば，Z[θ]の極大イデアルPによる局所化は離散付値環である．

(ii) p | nのとき n = mpe (p ∤ m, e > 0)とする．RP の極大イデアルPRP が単項イ
デアルであることを示せばよい．補題 7と命題 10の実分多項式の終結式の値を用いる
ことで，Ψn(x) = Ψm(x)

ϕ(pe) + pg(x)を満たすZ係数の多項式g(x)が存在し，g(θ)がR

の単元であることが示される．ε = −g(θ)−1 ∈ Rとおくと，

p = Ψm(θ)
ϕ(pe)ε ∈ R (1)

である．ν(x)をθ+Pの (Z+P )/P ∼= Fp上の最小多項式とすると，ν(x)はΨn(x)をFp

上の多項式として割り切る．よって，ν(x)はΨm(x)を割り切るので，

Ψm(x) = ν(x)H(x) + pG(x) (2)



を満たす Z係数多項式 H(x), G(x)が存在する．(1)に (2)を代入し展開することで，
p = ν(θ)α1 + pϕ(p

e)β1を満たすRの元α1, β1がとれる．(2)の右辺のpに同式左辺のpを
代入することを繰り返せば，任意の正整数 iに対して

p = ν(θ)αi + pϕ(p
e)iβi

を満たすαi, βiの存在がわかる．ベキ零根基はすべての素イデアルの共通部分に等しい
ので，剰余環RP/ν(θ)RP のただ一つの素イデアルPRP/ν(θ)RP はRP/ν(θ)RP のべき
零根基である．よって，pN ∈ ν(θ)Lをみたす正の整数Nが存在する．ϕ(pe) ≥ 2 であっ
たのでϕ(pe)i ≥ Nとなる iがある．よって，p = ν(θ)αi + pϕ(p

e)iβi ∈ ν(θ)Lであるから，

PRP = pRP + ν(θ)RP = ν(θ)RP

である．

注 14 (円分体の最大実部分体の判別式) 定理2より，{1, . . . , ζϕ(n)/2−1
n }はQ(ζn + ζ−1

n )

の整数環のZ上の基底であるから，d(Q(ζn + ζ−1
n )) = Disc(Ψn)である．
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