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1 導入
定義 1.1 (級数展開 )

Σ = Σ(Γ，S; z)

=
∑
γ∈Γ

zlS(γ)

=
∞∑
k=0

σ(k)zk

∈ Z[[z]]

ただし，σ(k)は {γ ∈ Γ|lS(γ) = k}を満たす元の数を表す．

定義 1.2 (基本的な４つのルート格子An，Bn，Cn，Dn)

An =

{
(x1,…, xn+1) ∈ Zn+1｜

n+1∑
i=1

xi = 0

}
⊃ R(An) =

{
±(ei − ej)｜1 ≤ i < j ≤ n+ 1

}
Bn = Zn

⊃ R(Bn) =
{
±ei｜1 ≤ i ≤ n

}
∪ R(Dn)

Cn =

{
(x1,…, xn) ∈ Zn｜

n∑
i=1

xi ≡ 0 (mod2)

}
⊃ R(Cn) =

{
±2ei｜1 ≤ i ≤ n

}
∪ R(Dn)

Dn =

{
(x1,…, xn) ∈ Zn｜

n∑
i=1

xi ≡ 0 (mod2)

}
⊃ R(Dn) =

{
±ei ± ej｜1 ≤ i < j ≤ n

}



定理 1.1 (上記の組（Γ, R）の級数展開 )

Σ(An, R; z) = (1− z)−n

n∑
i=0

(
n

i

)2

zi

Σ(Bn, R; z) = (1− z)−n

(
n∑

i=0

(
2n+ 1

2i

)
zi − 2nz(1 + z)n−1

)

Σ(Cn, R; z) = (1− z)−n

n∑
i=0

(
2n

2i

)
zi

Σ(Dn, R; z) = (1− z)−n

(
n∑

i=0

(
2n

2i

)
zi − 2nz(1 + z)n−2

)

2 エルハルト多項式
K を有限次元の実ベクトル空間 V の格子 Γにおける凸多面体とする．

KoをKの内部の格子点の数，∂KをKの境界の点の数とすると，k ≥ 1

に対して，

kK ∩ Γの元の数をEK(k)

k
o

K ∩ Γの元の数をE o
K(k)

∂(kK) ∩ Γの元の数をE ∂
K(k)

と表し，これを用いてエルハルト級数を以下のように定義する．

定義 2.1 (エルハルト級数 )

εK(z) =
∞∑
k=0

EK(k)z
k =

PK(z)

(1− z)d+1

ε o
K
(z) =

∞∑
k=0

E o
K
(k)zk =

P o
K
(z)

(1− z)d+1

ε ∂
K
(z) =

∞∑
k=0

E ∂
K
(k)zk = εK(z)− ε o

K
(z)

次に，Kが上記のような次元dの整凸多面体としたときの特徴をまとめる．



定理 2.1 (エルハルト )

(i)EK(k)は次数が dである kに関する多項式であり，EK(0) = 1

(ii)k ≥ 1に対して，
EK(−k) = (−1)dE o

K
(k)

(iii)同様に，k ≥ 1に対して，

EK∂ (−k) = (−1)d+1E ∂
K
(k)

(iv)Kがラミネーターならば，PK

(
1
z

)
= zdPK(z)

(v)多項式EK(k)の主係数は V olret(K)

(vi)多項式EK(k)の kd−1の係数の 2倍は V olret(∂K)

ただし，V ol(K) =
√
disk(Γ)V olret(K)．

級数展開とエルハルト級数の間には

Σ(γ,R; z)

1− z
= εK(z)

という関係があり，それぞれの部分集合Rを凸に包むことによって現れる
整凸多面体に関するエルハルト多項式を以下のように導くことができる．

定理 2.2 (エルハルト多項式 )

Anの場合：EK(k) =
n∑

i=0

(
n

i

)2(
k − i+ n

n

)

Bnの場合：EK(k) =

(
k + n

n

)
+

n∑
i=1

{(
2n+ 1

2i

)
− 2n

(
n− 1

i− 1

)}(
k − i+ n

n

)
Cnの場合：EK(k) =

n∑
i=0

(
2n

2i

)(
k − i+ n

n

)

Dnの場合：EK(k) =

(
k + n

n

)
+

n∑
i=1

{(
2n

2i

)
− 2n

(
n− 2

i− 1

)}(
k − i+ n

n

)
また，４つのルート格子An，Bn，Cn，DnにおけるV ol(K)とV olret(∂K)

は以下のように定まる．



命題 2.1 (V ol(K), V olret(K))

Anの場合：V ol(K) =

√
n+ 1(2n)!

(n!)3
=

√
n+ 1

n!

(
2n

n

)
V olret(∂K) =

1

(n− 1)!

(
2n

n

)
Bnの場合：V ol(K) =

2n(2n − n)

n!

V olret(∂K) =
22n−1

(n− 1)!

Cnの場合：V ol(K) =
4n

n!

V olret(∂K) =
22n−1

(n− 1)!

Dnの場合：V ol(K) =
2n(2n − n)

n!

V olret(∂K) =
2n−1

(n− 1)!
(2n − n)

特に，An，Cn，Dnのとき

V olret(∂K)

V olret(K)
= n

同様にBnに対して，

V olret(∂K(Bn))

V olret(K(Bn))
< n(n ≥ 3)

lim
n→∞

1

n

V olret(∂K(Bn))

V olret(K(Bn))
=

1

2

である．

3 様々な特性
上記の 4つのルート系のエルハルト多項式に関して，もし何かしらの
特徴があるのならば，n次元におけるエルハルト多項式が予測できるので
はないかと考え，実際に上記の４つのルート系の級数展開，エルハルト
級数，そしてエルハルト多項式をプログラムを使って展開してみた．す
ると，いくつかの特性を見つけることができた．



定理 3.1

An，Cn型ルート系において，それぞれの Rを凸に包んだものをK とし
たとき，そのエルハルト多項式の根の実部はすべて−1

2
になる．

定理 3.2

4つのルート系に対してエルハルト級数と級数展開の各係数を素数で割っ
ていくと，分数と整数の並びに法則性がある．

4 結語
最後に，今回は４つの基本的なルート格子An，Bn，Cn，Dnに関する
研究が主だったが，他にも様々な特徴や法則性があるようだ．それを見
つけると共に，Znのエルハルト多項式についての研究を進めていきたい
と考えている．
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