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1 序論

次の非線型波動方程式に対する初期値問題を考える.{
∂2
t u−∆xu = |u|p, in Rn × [0,∞),

u(x, 0) = f(x), ∂tu(x, 0) = g(x), for x ∈ Rn,
(1)

ここで, n ≥ 1 は空間次元, u = u(x, t) は未知関数, f, g ∈ C∞
0 (Rn), p > 1 である.

この初期値問題について, 小さい初期値 (f, g) を与えた場合の時間大域解の存在と
非存在に関する研究は, 空間 3次元における John [10] の結果を始まりとする. それは,
p > 1 +

√
2 (優臨界) ならば, 十分小さい (f, g) に対して (1) の解は時間大域的に存在し,

1 < p < 1 +
√
2 (劣臨界) ならば, (1) の解は時間大域的には存在しないというものであ

る. p = 1 +
√
2 (臨界) のときは, Schaeffer [22] により解が時間大域的に存在しないこと

が示されている. Johnの研究以降, 他の空間次元において (1) の方程式を解析する取り組
みが様々な研究者によって行われた. その中で Strauss [25] は次の予想を立てた.それは,
「n ≥ 2, p0(n) を 2次方程式 (n − 1)p2 − (n + 1)p − 2 = 0 の正根とするとき, p > p0(n)
ならば十分小さい初期値に対して解は時間大域的に存在し, 他方, 1 < p ≤ p0(n) ならば
解は時間大域的には存在しない.」というものである. この予想は, 空間 2次元において,
Glassey [7], [8], 空間 4次元以上の高次元空間では, Sideris [23], Rammaha [21], Georgiev
& Lindblad & Sogge [5], Yordanov & Zhang [29], Zhou [34] らによって解決された. 現在
ではこの予想はほぼ解決されている. 空間１次元の場合は, Kato [11] によってすべての
p > 1に対して時間大域解が存在しないことが示されている. Straussによる予想を解決す
る研究と並行して, (1) の解の最大存在時間 (Lifespan) の評価を得る研究も行われた. 詳
しくは, Lindblad [18], Zhou [31], [32], [33], Lindblad & Sogge [20], Takamura & Wakasa
[27], Takamura [26] らを参照のこと.

1990年代後半から 2000年代前半にかけて, 次のような相互作用効果を考慮した非線型
波動方程式系 (p-q系)の機構を理解する取り組みが様々な研究者によって行われた.{

∂2
t u−∆xu = |v|p, in Rn × [0,∞),

∂2
t v −∆xv = |u|q, in Rn × [0,∞),

(2)

ここで, p, q > 1 とする. Del Santo & Georgiev & Mitidieri [3] は, (2) の時間大域解の存
在と非存在が次の曲線で決定されることを示した. すなわち,

F (p, q, n) = max

{
q + 2 + p−1

pq − 1
,
p+ 2 + q−1

pq − 1

}
− n− 1

2
,



とおくと, F (p, q, n) < 0 ならば, 十分小さい初期値に対して (2) の解は時間大域的に存
在し, F (p, q, n) > 0 ならば, 解は時間大域的には存在しないというものである. その後,
F (p, q, n) = 0 の場合は, 空間 3次元において, Del Santo & E.Mitidieri [4], 高次元空間に
おいて, Kurokawa & Takamura & Wakasa [15] が (2) の解が時間大域的に存在しないこ
とを示した. 更に, 単独方程式の場合と同様に, 解の最大存在時間の最適な評価を得る研究
が, Kubo & Ohta [12], Agemi & Kurokawa & Takamura [1], Kurokawa & Takamura [14],
Georgiev & Takamura & Zhou [6], Kurokawa & Takamura & Wakasa [15] らによって行
われた.
近年の研究動向としては, 外部初期値境界値問題や, 平坦ではない計量をもつ空間で

の Strauss 予想の解決を行う研究が活発に行われている. 特に, 後者の研究についてはブ
ラックホールの理論に現れる, シュヴァルツシルト時空やカー時空等が考えられている.
これらの研究については, 講演中に詳細を述べることとする. 外部問題に関しては, 例え
ば, Hidano & Metcalfe & Smith & Sogge & Zhou [9], Zhou & Han [35], Li & Wang [17],
Zha & Zhou [30], Lai & Y.Zhou [16] を参照のこと. また, シュヴァルツシルト時空やカー
時空 における解析については, Catania & Georgiev [2], Lindblad & Metcalfe & Sogge &
Tohaneanu & Wang [19] を参考文献として挙げておく.

2 主結果

ここでは, 講演者による結果 [28] を紹介することとする. 次の重みつき非線型項をもつ波
動方程式に対する初期値問題を考える. ∂2

t u− ∂2
xu =

|u|p−1u

(1 + x2)(1+a)/2
in R× [0,∞),

u(x, 0) = εf(x), ∂tu(x, 0) = εg(x), x ∈ R,
(3)

ここで, (f, g) ∈ C2(R) × C1(R), ε > 0 は十分小さいパラメータ, a ≥ −1, p > 1 とす
る. (3) の方程式は, シュヴァルツシルト時空における (1) のトイモデルとして考えられ
る. a = −1 のときは, 前で述べたように [11] により, すべての p > 1に対して解が時間大
域的に存在しないことがわかっている. Kubo & Osaka & Yazici [13] は, p > 1, pa > 1 で,
初期値が奇関数かつ ε が十分小さければ, (3) の解は時間大域的に存在し, p > 1, a ≥ −1

で, f ≡ 0, g(x) ≥ 0 (∀x ∈ R),
∫ δ

δ/2
g(y)dy > 0 (0 < δ < 1) をみたす初期値に対しては,

(3) の解が時間大域的には存在しないことを示した. 特に, (3) の解の最大存在時間を Tε

と表せば, Tε ≤ Cε−p2 となることも示した. ここで, C > 0 は ε に依らない定数である.
しかしながら, この評価は少なくとも a = −1 のときには最適ではないことが分かってい
る. 実際, a = −1 のときは, 最大存在時間が Tε ≤ Cε−(p−1)/2 if

∫
R
g(x)dx ̸= 0 で評価され

ることが Zhou [31] によって明らかにされているからである. 従って, 我々の目的は Zhou
[31] の結果を a ≥ −1 のときに拡張することが目的となる. 我々は以下の結果を得た.

Theorem 1 (K.Wakasa [28]) a ≥ −1, p > 1 とする. f ≡ 0 で, g ∈ C1(R) は, g(x) ≥
0( ̸≡ 0) ∀x ∈ R,

∫ 1

−1
g(y)dy > 0. をみたすとする. このときある正定数 ε0 = ε0(g, a, p),

C = C(g, a, p) が存在して, 0 < ε ≤ ε0 に対して

Tε ≤


Cε−(p−1)/(1−a) if − 1 ≤ a < 0,
ϕ−1(Cε−(p−1)) if a = 0,
Cε−(p−1) if a > 0,

(4)



が成立する. ここで, ϕ(s) = s log(2 + s) for s ≥ 0 である.

Theorem 2 (K.Wakasa[28]) a ≥ −1, p > 1 とする. f ∈ C2(R), g ∈ C1(R) は,
∥f∥L∞(R) < ∞, ∥g∥L1(R) < ∞ をみたすとする. このとき, ある正定数 c = c(f, g, a, p) が
存在して,

Tε ≥


cε−(p−1)/(1−a) if − 1 ≤ a < 0,
ϕ−1(cε−(p−1)) if a = 0,
cε−(p−1) if a > 0,

(5)

が成立する.

証明の中で鍵となる事実は, 逐次近似法の第１段階の評価式が, 1次元波動方程式の解の
表現公式の特性を基に改良できたことにある. また, 初期値が奇関数である場合も解の最
大存在時間の評価を得ることができる. このことについては, 講演中に詳細を述べること
とする.
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