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本原稿は大阪大学の日比孝之氏と松田一徳氏との共同研究 [3]に基づく.

1. 準備
1.1. 整凸多面体とEhrhart多項式

P ⊂ Rd をd次元整凸多面体, つまり各頂点の座標が全て整数であるようなd次元
の凸多面体とする. 整凸多面体 P が正規であるとは, 任意の整数 N > 0 および
任意の a ∈ NP ∩ Zd に対し, a = a1 + · · ·+ aN を満たすa1, . . . , aN ∈ P ∩ Zd が
存在するときをいう. ここで NP = {Nα | α ∈ P} である.

また, 整凸多面体 P がFanoであるとは, その内部に含まれる整数点がRdの原
点のみであるときをいう. さらに, Fano な整凸多面体 P がGorenstein Fanoで
あるとは, その双対多面体

P∨ := {x ∈ Rd | ⟨x,y⟩ ≤ 1 for all y ∈ P}

も整であるときをいう. ここで, ⟨x,y⟩ は Rd の通常の内積である.

任意の正整数 n について関数 i(P , n) を

i(P , n) := |nP ∩ Zd|

で定義する. この時, 以下が知られている.

• i(P , n) は, n に関する d 次多項式であり,定数項は常に１である.

• i(P , n)の最高次の係数はPの通常の体積と一致する.

この多項式 i(P , n) を P の Ehrhart 多項式 と呼ぶ.

1.2. 順序凸多面体と鎖凸多面体

P = {p1, . . . , pd}を d 元からなる半順序集合とする. I ⊂ P がポセットイデアル
とは, 条件 “a ∈ I, b ∈ P, b < a ならば b ∈ I” を満たすものをいう. Pのポセット
イデアル全体の集合をJ (P ) で表す. また, A ⊂ P が反鎖とは, Aの全ての元がP

で比較不可能なものをいう. P の反鎖全体の集合をA(P ) で表す. 空集合 ∅ はポ
セットイデアルおよび反鎖とみなす.

各 I ⊂ P に対し, ρ(I) :=
∑

pi∈I ei と定める (ここで e1, . . . , ed は Rd の単位座
標ベクトル). 半順序集合Pから次の2種類の整凸多面体が構成できる.

O(P ) := conv({ρ(I)|I ∈ J (P )})
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C(P ) := conv({ρ(A)|I ∈ A(P )})

O(P )を順序凸多面体, C(P )を鎖凸多面体という. この 2種類の整凸多面体の
Ehrhart多項式が一致する, つまり

i(O(P ), n) = i(C(P ), n)

が成り立つことが知られている ([5]). 特に, O(P )とC(P )の体積は一致する.

1.3. トーリック環とトーリックイデアル

P ⊂ Rdをd次元整凸多面体とする. このとき

K[P] := K[xα1
1 · · · xαd

d t : (α1, . . . , αd) ∈ P ] ⊂ K[x1, . . . , xd, t]

はPに付随するトーリック環という. またこのトーリック環の定義イデアル IPを
Pに付随するトーリックイデアルという. Pが正規の時, K[P ]のHilbert関数と,

PのEhrhart多項式 i(P , n)が一致することが知られている.

2. 順序凸多面体と鎖凸多面体に付随する正規Gorenstein Fano凸

多面体
P = {p1, . . . , pd}, Q = {q1, . . . , qd} を, ともにd 元からなる半順序集合とする. P

とQに付随する順序凸多面体と鎖凸多面体を組み合わせ, 次の 3種類の整凸多面
体を構成する.

Γ(O(P ),−O(Q)) := conv{O(P ) ∪ −(O(Q))}

Γ(O(P ),−C(Q)) := conv{O(P ) ∪ −(C(Q))}

Γ(C(P ),−C(Q)) := conv{C(P ) ∪ −(C(Q))}

ここで整凸多面体P ⊂ Rdに対して−P := {−α ∈ Rd|α ∈ P}である.

[d] = {1, . . . , d} の置換 σ = i1i2 · · · id が P の線形拡張であるとは, pia < pib
であれば ia < ib を満たすものをいう. P と Q が共通の線形拡張を持つこと
と, Γ(O(P ),−O(Q))が正規Gorenstein Fano凸多面体となることは同値である
ことが知られている ([1]). また, Γ(O(P ),−C(Q))とΓ(C(P ),−C(Q))が常に正規
Gorenstein Fano凸多面体であることも [2]と [4]で知られている. この結果はこれ
ら3種類の整凸多面体に付随するトーリックイデアルのグレブナー基底を計算す
ることで, 示すことができる.

3. 3種類の正規Gorenstein Fano凸多面体のEhrhart多項式
グレブナー基底の形から以下の定理が得られる.

定理 1 PとQを |P | = |Q| = dとなる半順序集合とする. このとき,

i(Γ(O(P ),−C(Q)), n) = i(Γ(C(P ),−C(Q)), n)



が成り立つ. 特に, Γ(O(P ),−C(Q))とΓ(C(P ),−C(Q))の体積は一致する.

さらにP と Q が共通の線形拡張を持つとき,

i(Γ(O(P ),−O(Q)), n) = i(Γ(O(P ),−C(Q)), n) = i(Γ(C(P ),−C(Q)), n)

が成り立つ. 特に, Γ(O(P ),−O(Q)),Γ(O(P ),−C(Q))と Γ(C(P ),−C(Q))の体積
は一致する.

4. 3種類の正規Gorenstein Fano凸多面体のsmooth性
P ⊂ Rdをd次元Fano凸多面体とする. PがQ-factorialであるとは,Pが単体的,つ
まり各ファセットが単体となっているときにいう. Pが smoothであるとは,各ファ
セットの頂点の集合がZdのZ基底となっているときにいう. Pが smooth Fanoな
らば, Q-factorialかつGorensteinである.

3種類の正規Gorenstein Fano凸多面体が, いつ smoothになるかを特徴付ける
ことができた.

定理 2 d ≥ 2に対して, PとQを |P | = |Q| = dとなる半順序集合とする. PとQ

は共通の線形拡張を持つと仮定する. このとき,次は同値となる:

(i) Γ(O(P ),−O(Q))はQ-factorialである;

(ii) Γ(O(P ),−O(Q))は smoothである;

(iii) J (P ) = {{pi1}, {pi1 , pi2}, . . . , {pi1 , . . . , pid}} または
J (P ) = {{pi1}, {pi2}, {pi1 , pi2}, . . . , {pi1 , . . . , pid}}, かつ
J (Q) = {{qi1}, {qi1 , qi2}, . . . , {qi1 , . . . , qid}} または
J (Q) = {{qi1}, {qi2}, {qi1 , qi2}, . . . , {qi1 , . . . , qid}}.

定理 3 d ≥ 2に対して, PとQを |P | = |Q| = dとなる半順序集合とする. このと
き,次は同値となる:

(i) Γ(O(P ),−C(Q))はQ-factorialである;

(ii) Γ(O(P ),−C(Q)) は smoothである;

(iii) J (P ) = {{pi1}, {pi1 , pi2}, . . . , {pi1 , . . . , pid}} または
J (P ) = {{pi1}, {pi2}, {pi1 , pi2}, . . . , {pi1 , . . . , pid}}, かつ
A(Q) = {{qi1}, {qi2}, . . . , {qid}} または
A(Q) = {{qi1}, {qi2}, . . . , {qid}, {qi1 , qi2}};

定理 4 d ≥ 2に対して, PとQを |P | = |Q| = dとなる半順序集合とする. このと
き,次は同値となる:

(i) Γ(C(P ),−C(Q)) は Q-factorialである;

(ii) Γ(C(P ),−C(Q)) は smoothである;



(iii) 任意の I1, I2 ∈ A2(P )(I1 ̸= I2) に関して I1 ∩ I2 = ∅ であり, 任意の J1, J2 ∈
A2(Q)(J1 ̸= J2)に関して J1 ∩ J2 = ∅であり, 任意の I ∈ A2(P ) と任意の
J ∈ A2(Q)に関して |I ∩ J | ̸= 1となる.

5. 3種類のsmooth Fano凸多面体とunimodular同値
d次元整凸多面体P ,Q ⊂ Rdについて, PとQが unimodular同値であるとは,

unimodular行列U ∈ Zd×dと整数ベクトルw ∈ Zdが存在して, U により定義さ
れる線形写像 fU : Rd → Rdを用いてQ = fU(P) + wとできる時に言う. ここで
v ∈ Rdに対し、fU(v) = vUと定める. unimodular同値は整凸多面体の分類に使わ
れており, Gorenstein Fano凸多面体および smooth Fano凸多面体は, unimodular

同値なものを除けば,各次元に有限個しか存在しないことが知られている.

半順序集合 P と Qを固定して, 3種類の Gorenstein Fano凸多面体がすべて
smoothとなるとき, お互いが unimodular同値となるか調べた. 以下がその結果
である.

定理 5 d ≥ 3 に対して, P と Q を |P | = |Q| = d となる半順序集合とする.

Γ(O(P ),−O(Q)), Γ(O(P ),−C(Q)) と Γ(C(P ),−C(Q)) がすべて smoothである
と仮定する. このとき, Γ(O(P ),−O(Q)) と Γ(C(P ),−C(Q)) は unimodular同値
である. しかし, Γ(O(P ),−C(Q)) はこれらと unimodular同値とならない. さら
に, P ̸= Qであれば, Γ(O(Q),−C(P )) もまた smoothであり, Γ(O(P ),−C(Q))と
はunimodular同値とならない.

Remark 6 d = 2のときは, 3種類の smooth Fano凸多面体はお互いunimodular

同値となる. さらに3種類のGorenstein Fano凸多面体がすべて smoothとなるの
は, PとQが以下のP1かP2のいずれかになるときである.
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最後に, これらの結果から, 次の系が得られる.

Corollary 7 任意のd ≥ 3に対して, smooth Fano凸多面体PとQで次の条件を
満たすものが存在する:

• P と Q は同じEhrhart多項式を持つ.



• P と Q はunimodular同値ではない.
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