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概要

近年の位相的データ解析では，実データ解析の需要に応えるため，ジグザグパーシステント

加群などの時系列位相的データ解析の手法が提案されてきた．本研究では，ジグザグパーシス

テント加群の直既約分解を前提として，現在ガラスのデータ解析に応用されている可換梯子型

パーシステント加群の直既約分解を，行列問題を用いた新しい分解アルゴリズムによって達成

した．

1 位相的データ解析及び本研究の背景

位相的データ解析では，有限個の点列で与えられるデータ P⊂ RN に対して，その位相的性質を

調べる問題がよく考えられる．例えば，センサーネットワークの被覆問題 [6]や材料科学における

物性解析 [5] などに応用されている．もちろん P は有限集合であるから，単純にホモロジー群を

考えても意味のある特徴抽出は行えない．そこで位相的データ解析では，有限点列からフィルト

レーション付きの幾何モデル X = {Xi : 有限単体複体もしくは位相空間 | X1 ⊂ X2 ⊂ ·· · ⊂ Xn }を構
成し，その幾何モデルに対して体 K 係数 q次ホモロジー函手 H = Hq(−,K)を作用させることがよ

く行われる（有限点列から有限単体複体のフィルトレーションを構成する方法としては，アルファ

複体や Vietoris-Rips複体などがよく使われる [3]）：

H(X) : H(X1)→ H(X2)→ ··· → H(Xn) (1)

(1)をパーシステントホモロジー群と呼ぶ．これは H(Xi)の元がフィルトレーション内を j 進んだ

H(Xi+ j)で存続しているかどうかを調べることが出来，与えられた空間の堅牢（robust）な位相不

変量を抽出することが出来る．次の節で述べる箙（quiver）の表現論を用いることで，この（加）

群は一意に直既約分解することが出来，それによってパーシステント図などの扱いやすい表示を得

ることが出来る．

また，この箙の表現論を用いて，パーシステントホモロジー群を様々な形式で一般化することが

出来る．その中でも，本研究の研究対象である可換梯子型パーシステント加群は，時系列データの
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堅牢なホモロジー群を扱うことが出来る．例えば論文 [4]では可換梯子型パーシステント加群を用

い，シリカガラス (SiO2)の加圧状態でのリング構造の保持性等が議論されており，今後この可換

梯子型パーシステント加群を使ったデータ解析の発展が期待されている．この加群を扱いやすく表

示するときも直既約分解する必要があるが，先行研究で得られている分解アルゴリズム [4]は扱い

が困難で冗長である．本研究ではこの分解アルゴリズムを，行列の標準形を求める問題に置き換え

ることによって簡易化した．

2 箙の表現論

箙 Q = (Q0,Q1) とは，頂点集合が Q0 で有向辺の集合が Q1 で与えられる有向グラフのことで

ある．箙 Q の頂点 a ∈ Q0 から b ∈ Q0 への辺 α ∈ Q1 を α : a→ b で表す．また頂点 a から b へ

の長さ ℓの道 (a | α1 . . .αℓ | b)は，α1 の始点が aで αℓ の終点が b，かつ αi の終点と αi+1 の始点

(i = 1, . . . , ℓ－ 1) が等しい ℓ 個の辺 α1, . . . ,αℓ から与えられる．このとき，箙 Q に対して道代数

KQが，Q内の全ての道で張られるベクトル空間に，道の合成

(a | α1 · · ·αℓ | b)(c | β1 · · ·βm | d) = δb,c(a | α1 · · ·αℓβ1 · · ·βm | d)
（δb,cはクロネッカーのデルタ記号）

からなる積構造を入れたものとして定まる．ここでは有限 (|Q0|, |Q1| < ∞)かつサイクル*1を持た

ない箙のみを考える．また始点と終点が等しい道 wi の線形和

ρ =
k

∑
i=1

ciwi, ci ∈ K

を Qの関係と呼び，関係の集まり {ρ1, . . . ,ρs }が道代数 KQに生成するイデアルを ⟨ρ1, . . . ,ρs⟩と
書く．

箙Qの表現M = (Ma,φα)a∈Q0,α∈Q1 とは，各頂点 a∈Q0に有限次元ベクトル空間Maを割り当て，

各辺 α : a→ bに線形写像 φα : Ma→Mbを割り当てたものである．またイデアル I = ⟨ρ1, . . . ,ρs⟩が
定める代数 A = KQ/I の表現M = (Ma,φα)a∈Q0,α∈Q1 は，箙 Qの表現であって各関係 ρ j = ∑i ci jwi j

に対して φρ j = ∑i ci jφwi j = 0 を満たすもので与えられる*2．ここで φw は道 w = (a | α1 · · ·αℓ | b)
に対して線形写像の合成 φw = φαℓ

◦ · · · ◦φα1 を意味する．例えば，次の箙

Q =

1′◦ 2′◦

1◦ 2◦

α

γ

β δ (2)

*1 始点と終点が等しい道
*2 定義より，イデアル I が {0}の場合は，箙の表現と代数の表現は同じものである．



の，関係 ρ = γδ −βα が定める代数 KQ/I の表現

M =

M1′ M2′

M1 M2

φα

φγ

φβ φδ (3)

においては φδ φγ −φα φβ = 0が成り立ち，(3)が可換図式となる．このように代数の表現を可換図

式とするような関係から定まるイデアルを可換関係イデアルと呼ぶことにする．

代数 A = KQ/I の表現 M = (Ma,φα)a∈Q0,α∈Q1 と M′ = (M′a,φ ′α)a∈Q0,α∈Q1 の直和表現 M⊕M′ と

は，各頂点 a ∈Q0 にベクトル空間Ma⊕M′a を割り当て，各辺 α : a→ bに線形写像 φα ⊕φ ′α : Ma⊕
M′a→Mb⊕M′b を割り当てたものである．

代数 A = KQ/I の表現 M は，M = N⊕N′ なる任意の直和分解に対して常に N = 0 もしくは

N′ = 0となるとき直既約という．Krull-Schmidtの定理によると，任意の表現M は直既約な表現の

直和 M ∼=W1⊕·· ·⊕Ws に同型を除いて一意に分解出来ることが知られている．箙 Qもしくは代数

Aは，直既約表現の異なる同型類の個数が有限個であるとき有限型であるといい，そうでないとき

無限型と呼ぶ．

An 型の箙とは，次のような n個の頂点が n−1個の辺で結ばれた有向グラフのことである：

An(τn) :
1◦ 2◦ · · · n◦

ここで，←→は −→もしくは←−を表し，それぞれに記号 f ,b（forwardと backward）を用意し

ておけば，An 型箙は f ,bの n−1個の列 τn で表せる．Gabrielの定理 [7]によると，An 型箙の任

意の表現
M : M1 M2 · · · Mn

は，直既約な区間表現

I[b,d] : 0←→ ··· ←→ 0←→
b 番目

K ←→ K←→ ··· ←→
d 番目

K ←→ 0←→ ··· ←→ 0

（K←→ K は全て恒等写像）

の直和
M ∼=

⊕
1≤b≤d≤n

I[b,d]mb,d , (mb,d ∈ Z≥0：重複度) (4)

として同型を除いて一意に分解可能であることが知られている．パーシステントホモロジー群は，

An 型箙の射の向きが全て揃った τn = f f · · · f の特別な場合であり，各区間表現は H(Xb)で発生し

H(Xd+1) で消滅するホモロジー群の生成元を意味している．パーシステントホモロジー群の一意

分解 (4)から定まる多重集合

DM = {(b,d) | 1≤ b≤ d ≤ n，(b,d)は重複度 mb,dをもつ}

をパーシステント図と呼ぶ．この表示は視覚的にわかりやすく，パーシステントホモロジー群の応

用においては頻繁に利用されている．



箙の表現論によって拡張されたパーシステントホモロジー群（パーシステント加群と呼ぶ）は，

位相的データ解析の適用範囲を更に拡げることになった．例えばタンパク質フォールディングのよ

うに，時系列データとして時刻 t での位相空間 Yt の列 Y1,Y2, . . . ,YT が与えられている場合（例えば

時刻 t でのタンパク質の形を Yt とする），これらは一般にはフィルトレーションを成さないが，

Y1 Y1∪Y2 Y2 · · · YT−1∪YT YT

（ ↪→は包含写像）

が誘導するパーシステント加群

H(Y1) H(Y1∪Y2) H(Y2) · · · H(YT−1∪YT ) H(YT ) (5)

を直既約分解することで，時系列 Y1, . . . ,YT の中で存続する位相的特徴を抽出することが可能に

なる．

An 型パーシステント加群をジグザグ（パーシステント）加群といい，論文 [2]をはじめとして

様々な直既約分解アルゴリズムが与えられている．ジグザグ加群は時系列データを扱うことが出来

る最も基本的なパーシステント加群なので，現在力を入れて発展が継続されている．

3 シリカガラスによる位相的データ解析への新たな話題提起

時系列データとして次のような例を考えてみよう．シリカガラス SiO2 の原子配置 P ⊂ R3 が与

えられている．このガラスを圧縮変形させて新しい原子配置 P′ ⊂ R3 を得た．この時，2つのシリ

カガラスに共通する幾何構造，即ちガラスの圧縮変形に対して不変な幾何構造を捉えたい．ジグザ

グパーシステント加群を考えると，この幾何構造を捉えることは出来るが，この手法は各空間にお

けるホモロジー群のパーシステンスを捉えてはいない．この時系列のパーシステンスと空間のパー

システンスを同時に捉える手法として考えられたのが，次の可換梯子 (Commutative Ladder, CL)

型パーシステント加群である．まず元の原子配置 Pに対して，2つの位相空間 Xr =
∪

p∈P
Br(p)（た

だし，Br(p)は点 pを中心とした半径 rの球体），Xs =
∪

p∈P
Bs(p)をとり，新しい原子配置 P′ に対し

ても同様に 2つの位相空間Wr =
∪

p′∈P′
Br(p′)，Ws =

∪
p′∈P′

Bs(p′)をとると，次の可換図式が定まる．

H(Xs) H(Xs∪Ws) H(Ws)

H(Xr) H(Xr ∪Wr) H(Wr)

この図式を CL型パーシステント加群と呼び，縦方向はフィルターの数が 2のパーシステントホモ

ロジー群になっており，横方向は時系列データの数が 2のジグザグ加群になっている．従ってこの

新しいパーシステント加群は，時系列データに共通する幾何構造を考えつつ，その幾何構造の堅牢

性・パーシステンスを考えることが出来る．



4 可換梯子 (CL)型パーシステント加群

CL型パーシステント加群は一般に次のように定義される．

定義. 上段と下段で同じ横方向の向き付け τn を与えた箙

L(τn) =

1′◦ 2′◦ 3′◦ · · · n−1′◦ n′◦

1◦ 2◦ 3◦ · · · n−1◦ n◦

を可換関係イデアル I で割った代数CL(τn) = KL(τn)/I を長さ nの可換梯子と呼ぶ．そしてこの代

数CL(τn)の表現

M =

M1′ M2′ M3′ · · · Mn−1′ Mn′

M1 M2 M3 · · · Mn−1 Mn

h1′ h2′ h3′ hn−1′

h1

φ1 ⟲
h2

φ2 ⟲
h3

φ3

hn−1

φn−1 ⟲ φn (6)

を長さ nの CL型パーシステント加群と呼ぶ．

[4]では，CL(τn)は n≤ 4のとき向きづけ τnに依らず常に有限型となり，n > 4では一般には無限

型となることが示されており，Auslander-Reiten箙を用い，パーシステント図を Auslander-Reiten

箙の頂点集合上の関数として一般化出来ることが示されている．ここで一般に，代数 A に対し

てその Auslander-Reiten 箙とは，頂点集合 Γ0 を全ての直既約表現の同型類で与え，また同型

類 [M], [N] ∈ Γ0 に対して既約射*3M → N が存在するとき Γ1 内の辺 [M]→ [N] を対応させた箙

Γ(A) = (Γ0,Γ1)のことである．長さ n≤ 4の可換梯子に対する Auslander-Reiten箙は論文 [4]に全

てリストアップされている．図 1には一例として，[4]でシリカの解析に使われた CL型パーシス

テント加群 CL( f b)
◦ ◦ ◦

◦ ◦ ◦

(7)

の場合の Auslander-Reiten箙を載せている．ここで各頂点に位置する既約な同型類 [I]は次元ベク

トル dim I を用いて表示しており，例えば既約表現

K 0 K

K K K

の次元ベクトルは
101
111で表している．

*3 次の 2つの条件を満たすとき f : M→ N を既約射という：(i) f はレトラクションでも切断でもない．(ii)任意の分解
f = f1 ◦ f2 に対して， f1 はレトラクションもしくは f2 は切断になる．
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図 1 CL( f b)の Auslander-Reiten箙

よって有限型の可換梯子CL(τn)の Auslander-Reiten箙を Γ = (Γ0,Γ1)で表すと，CL(τn)の任意

の表現 M は，頂点集合 Γ0 で与えられる直既約表現を用いて一意に分解

M ∼=
⊕
[I]∈Γ0

Ik[I] ,（k[I] ∈ Z≥0：重複度）

される．

5 主結果

本研究では，CL型パーシステント加群を行列で表示することによって，有限型の CL型パーシ

ステント加群 (6)の直既約分解アルゴリズムを簡略化した．

一般に，箙 Qの表現 V = (Va, fα)とW = (Wa,gα)の間の射 ϕ = {ϕa : Va→Wa }a∈Q0
: V →W を

Wa Wb

Va Vb

gα

fα

ϕa ϕb⟲ (∀α : a→ b ∈ Q1) (8)

を満たすものと定めると，Qの表現全体を対象とした表現の圏 rep(Q)が定義される．

更に，圏 rep(Q) の射全体を対象とする圏 Arr(rep(Q)) を考えることが出来る．この新たな圏

Arr(rep(Q))の射は対象 ϕ1 : V1→W1 と ϕ2 : V2→W2 に対し，

ψ = (ψV ,ψW ) : ϕ1→ ϕ2，

V2 W2

V1 W1

ϕ2

ϕ1

ψV ψW⟲ (9)

と定める．

以上の一般論は箙 Q を代数 KQ/I に取り替えても成り立つ．このようにして定まる圏

rep(CL(τn)) と Arr(An(τn)) の間には圏同型 F : rep(CL(τn)) ∼= Arr(An(τn)) が自然に定まるので，

CL型パーシステント加群を圏 An(τn)の射として扱うことが出来る．即ち，M ∈ rep(CL(τn))の直



既約分解を求める問題は，射 F(M) = ϕ : V →W の標準形を求める問題に帰着される．更にこの ϕ
は以下述べるように，行列の形で簡単に扱うことが出来る．

任意の V = (Vi, fα) ∈ rep(An(τn))は，(4)のように

ηV : V ∼=
⊕

1≤b≤d≤n

I[b,d]mb,d , (mb,d ∈ N0：重複度) (10)

と分解された．この同型を通して，ϕ : V →W を

Φ = ηW ϕη−1
V :

⊕
1≤a≤b≤n

I[a,b]ma,b →
⊕

1≤c≤d≤n

I[c,d]m
′
c,d (11)

と書き直すことが出来る．更に，Φを行列

Φ =

[
Φ(c,d)

(a,b)

]
，Φ(c,d)

(a,b) : I[a,b]ma,b → I[c,d]m
′
c,d , (12)

Φ(c,d)
(a,b) = [gi, j]，gi, j : I[a,b]→ I[c,d]，(1≤ i≤ ma,b,1≤ j ≤ mc,d) (13)

と表示することが出来る．一般に，I[a,b] から I[c,d] への射の集合 HomKAn(τn)(I[a,b], I[c,d]) の

体 K 上のベクトル空間としての次元は 0 もしくは 1 である．従って，この次元がちょうど 1 の

とき，0でない射 f (c,d)
(a,b) : I[a,b]→ I[c,d]が存在し，任意の i, j についてある mi, j ∈ K が存在して，

gi, j = mi, j f (c,d)
(a,b) と書ける．即ち Φは

Φ =

[
Φ(c,d)

(a,b)

]
=

[
F(c,d)
(a,b) f (c,d)

(a,b)

]
，(F(c,d)

(a,b)は係数 K の行列) (14)

と書ける．ただし，dimK HomKAn(τn)(I[a,b], I[c,d]) = 0の場合は f (c,d)
(a,b) = 0と定める．従ってこの

行列は，特定の成分は常に 0になるという特徴を持つ．

あとはこの行列を標準形に直せば良いが，この行列は通常の係数 K の行列と違って成分に射

f (c,d)
(a,b) を含むため，実行出来る行列の基本変形が f (c,d)

(a,b) によって制限される．例として箙 (7)から定

まる CL( f b)型パーシステント加群の直既約分解を考えよう．今，A3( f b)の Auslander-Reiten箙

Γ(A3( f b))は (15)である．ただし以下，I[b,d]や (b,d)を b:d と略記する．

Γ(A3( f b)) =

1:2 3:3

2:2 1:3

2:3 1:1

f 1:3
1:2f 1:2

2:2

f 2:3
2:2

f 3:3
1:3

f 1:1
1:3f 1:3

2:3

(15)



この場合，(14)の表記は一般に以下のように書ける．

Φ =

F1:1
1:1 f 1:1

1:1 F1:1
1:2 f 1:1

1:2 0 F1:1
1:3 f 1:1

1:3 0 0

0 F1:2
1:2 f 1:2

1:2 F1:2
2:2 f 1:2

2:2 0 0 0

0 0 F2:2
2:2 f 2:2

2:2 0 0 0

0 F1:3
1:2 f 1:3

1:2 F1:3
2:2 f 1:3

2:2 F1:3
1:3 f 1:3

1:3 F1:3
2:3 f 1:3

2:3 0

0 0 F2:3
2:2 f 2:3

2:2 0 F2:3
2:3 f 2:3

2:3 0

0 0 0 F3:3
1:3 f 3:3

1:3 F3:3
2:3 f 3:3

2:3 F3:3
3:3 f 3:3

3:3





1:1

1:2

2:2

1:3

2:3

3:3

1:1 1:2 2:2 1:3 2:3 3:3

(16)

ここで，0となっている成分は全て dimK HomKAn(τn)(a:b,c:d) = 0を満たすことが確かめられる．

例えば φ : 1:1→ 1:2は，

K K 0

K 0 0

idK

φ1 φ2 φ3 ，φ = (φ1,φ2,φ3) (17)

である．明らかに φ2 = φ3 = 0であり，また図式の可換性より，φ1 = 0でなくてはならない．従っ

て φ = 0となる．

以下 f c:d
a:b は省略する．

圏 rep(An(τn))の同型射も，行列の表記では Φと同様に，特定の成分が必ず 0になるという制限

を受ける．行列 Φの列の基本変形は，圏 rep(An(τn))の同型射によって与えられる行列

R =

R1:1
1:1 R1:1

1:2 0 R1:1
1:3 0 0

0 R1:2
1:2 R1:2

2:2 0 0 0

0 0 R2:2
2:2 0 0 0

0 R1:3
1:2 R1:3

2:2 R1:3
1:3 R1:3

2:3 0

0 0 R2:3
2:2 0 R2:3

2:3 0

0 0 0 R3:3
1:3 R3:3

2:3 R3:3
3:3





1:1

1:2

2:2

1:3

2:3

3:3

1:1 1:2 2:2 1:3 2:3 3:3

(18)

をΦに右から掛けることによって実行される．例えばΦRの (2:2,1:2)成分は (F1:2
1:2 R1:2

2:2+F1:2
2:2 R2:2

2:2)

なので，Rを適当に取れば (F1:2
1:2 )の成分を (F1:2

2:2 )の成分に足すことが出来る．しかし逆に，ΦRの

(1:2,1:2)成分は (F1:2
1:2 R1:2

1:2) なので，(F1:2
2:2 )の成分を (F1:2

1:2 ) の成分に足すことは出来ない．行の基

本変形も同様の制限を受ける．

本研究ではこの制限された基本変形を用い，全ての小行列 Fc:d
a:b を標準形[

E 0
0 0

]
，(E は単位行列） (19)



に変換する擬似コードを作成した．この最終的な出力が CL 型の直既約成分を与えることは，

Auslander-Reiten箙 (CL( f b)の場合は図 15)で確認出来る．

6 まとめ

本研究では，CL型パーシステント加群を行列の形に置き換えることにより，従来より簡便な直

既約分解のアルゴリズムを構成した．またこのアルゴリズムはジグザグ加群の直既約分解を仮定し

ているので，ジグザグ加群の直既約分解アルゴリズムが改良されると，このアルゴリズムも自動的

に改良される利点がある．更にこの擬似コードは容易に並列化出来るので，クラスターマシンによ

るビッグデータの解析に適している．
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