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集合E = {1, . . . , d}と (∅ ̸=)B = {B1, . . . , Bn} ⊂ 2E (#Bi = r)に対し, 以下の条
件を満たすとき, M = (E,B)をマトロイドという.

• 任意のx ∈ Bi\Bj (1 ≤ i, j ≤ n)に対し, (Bi∪{y})\{x}, (Bj∪{x})\{y} ∈ B
となる y ∈ Bj \Biが存在する.

集合 Bの元のことをマトロイドの basisと呼び, rを rankという. 以下, マトロイ
ドM の basesの集合を B(M)と表す. 次にマトロイドに付随するトーリックイデア
ルを定義する. K を体とし, K[X] = K[x1, . . . , xn]を n変数多項式環とする. 配置
DM = {b1, . . . ,bn} ⊂ Zdを

bj =
∑
l∈Bj

el (1 ≤ j ≤ n)

と定める. ここで, ej は Rdの単位座標ベクトルとする. また, 配置 {b1, . . . ,bn}と
d× n整数行列 (b1, . . . ,bn)を同一視する. このときM のトーリックイデアル JM を

JM =

⟨
u∏

l=1

xjl −
u∏

l=1

xkl

∣∣∣∣∣
u∑

l=1

(bjl − bkl) = 0

⟩
と定義する. また半群環RM = K[X]/JM をM の bases monomial ring [12]と呼ぶ.
この半群環に対し, 以下のことが知られている.

Proposition 0.1. 任意のマトロイドMに対し, bases monomial ring RM は normal
である. 特に, RM はCohen-Macaulayである. ここで, RM が normalであるとは

Z≥0DM = Q≥0DM ∩ ZDM

をみたすときにいう. (Z≥0DM = {
∑n

i=1 ribi | ri ∈ Z≥0}, ZDM ,Q≥0DM も同様.)

集合 GM を

GM =

xixj − xkxl

∣∣∣∣∣∣∣∣
α ∈ Bi \Bj

β ∈ Bj \Bi

Bk = (Bi ∪ {β}) \ {α}
Bl = (Bj ∪ {α}) \ {β}

 ⊂ JM

と定義する. マトロイドのトーリックイデアルに関し, 以下の予想が存在する.

Conjecture 0.2. 任意のマトロイドM に対し,

(a) GM は JM の生成系である; [13, 11]
(b) GM が JM のグレブナー基底となる単項式順序が存在する.



Conjecture 0.2(a)は graphic matroid [1], rank ≤ 3のマトロイド [5], sparse paving
matroid [3], strongly base orderable matroid [6]のとき成り立ち, Conjecture 0.2(b)
は uniform matroid [10], rank ≤ 2のマトロイド [7, 2], M(K4)-minorをもたない
graphic matroid [2], lattice path matroid [8]のとき成り立つことがわかっている. ま
た, 以下の予想はConjecture 0.2を弱めたものとなっているが, まだ未解決である.

Conjecture 0.3. 任意のマトロイドM に対し,

(a) JM は 2次生成である;
(b) JM は 2次グレブナー基底をもつ.

Conca [4]は transversal matroidに対し, Conjecture 0.3(a)が成り立つことを示
した.
本講演では, 2つのマトロイドを組み合わせたときにトーリックイデアルの生成系

やグレブナー基底がどのようになるのかについて講演し, その結果, 以下の定理が成
り立つことを紹介する.

Theorem 0.4 ([9]). マトロイドM が P6, Q6, M(K4), W3-minorをもたないなら
ば, JM は 2次グレブナー基底をもつ.
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